
10.1. Íàéäèòå âñå ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b, òàêèå, ÷òî a2 + 2b2

äåëèòñÿ íà a+ 2b.
Îòâåò (1, 1) è (4, 1)
20 áàëëîâ çà âñå îòâåòû ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì (ñì. ðåøåíèå íèæå), èç êîòîðîãî ñëå-

äóåò, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.
15: îòâåòû ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì, íî ñ àðèôìåòè÷åñêèìè îøèáêàìè, íå èçìåíÿþùèìè

õîä ðåøåíèÿ (íàïðèìåð, èç-çà âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè èçìåíèëñÿ îäèí èç îòâåòîâ).
10: âñå îòâåòû ñ îáîñíîâàíèåì, â êîòîðîì èìåþòñÿ èçîëèðîâàííûå ïðîáåëû (íàïðè-

ìåð, íåêîòîðîå íåñëîæíîå ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé óòâåðæäåíèå ÿâíî ñôîðìóëèðîâàíî, íî
îñòàâëåíî áåç äîêàçàòåëüñòâà).

5: ñóùåñòâåííûé ïðîáåë â îáîñíîâàíèè.
1: ïðèâåäåííûå â èçëîæåíèè îáîñíîâàíèÿ óòâåðæäåíèÿ íå ïîçâîëÿþò ïîëíîñòüþ âîñ-

ñòàíîâèòü õîä ðàññóæäåíèé èëè ïîòåðÿí îòâåò.

Çàìåòèì, ÷òî a2 − 4b2 = (a + 2b)(a − 2b) äåëèòñÿ íà a + 2b, ïîýòîìó 6b2 = (a2 + 2b2) −
(a2− 4b2) è 3a2 = 2(a2+2b2)+ (a2− 4b2) äåëèòñÿ íà a+2b. Çíà÷èò, åñëè áû a+2b äåëèëîñü
íà ïðîñòîå ÷èñëî p, îòëè÷íîå îò 2 è 3, òî 6b2 è 3a2 äåëèëèñü áû íà ÷èñëî p, âçàèìíî
ïðîñòîå ñ 3 è 6, çíà÷èò a è b òîæå äåëèëèñü áû íà ýòî ÷èñëî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû èõ
âçàèìíîé ïðîñòîòå. Òàêæå, åñëè áû a+ 2b äåëèëîñü íà 32, òî 6b2 è 3a2 äåëèëèñü áû íà 32,
ïîýòîìó 2b2 è a2 äåëèëèñü áû íà 3, è a è b òîæå äåëèëèñü áû íà3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû
èõ âçàèìíîé ïðîñòîòå. Àíàëîãè÷íî, åñëè áû a+2b äåëèëîñü íà 22, òî a è b äåëèëèñü áû 2,
÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû èõ âçàèìíîé ïðîñòîòå.

Òàêèì îáðàçîì, a + 2b íå äåëèòñÿ íè íà êàêèå ïðîñòûå ÷èñëà, êðîìå 2 è 3, à òêàæå
íå äåëèòñÿ íà 22 è 32, ïîýòîìó a + 2b ðàâíî 1, 2, 3 èëè 6. Óðàâíåíèå a + 2b = 6 èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ñîñòîÿùåå èç âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a = 4, b = 1,

è îíî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå a2 + 2b2 = 18
... 6. Àíàëîãè÷íî,

óðàâíåíèå a + 2b = 3 äàåò îòâåò a = b = 1, à óðàâíåíèÿ a + 2b = 2 è a + 2b = 1 íå èìåþò
íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé.

10.2. Íà ïëîñêîñòè îòìåòèëè 9 òî÷åê. Èç êàæäîé èç íèõ âûïóñòèëè òðè ëó÷à, îáðàçóþùèå
äðóã ñ äðóãîì òóïûå óãëû è íå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äðóãèå òî÷êè. Íà êàêîå ìèíèìàëüíîå
÷èñëî ÷àñòåé ïîëó÷èâøèåñÿ 27 ëó÷åé ìîãóò ðàçáèòü ïëîñêîñòü?

20 áàëëîâ çà ïðèìåð ñ 33 ÷àñòÿìè è ïîëíîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ìåíüøå íå áûâàåò.
18: òî æå â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íèêàêèå òðè ëó÷à íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
15: ïðèìåð ñ íåïîëíûì îáîñíîâàíèåì òîãî, ÷òî ìåíüøå íå áûëâàåò.
10: îïèñàíèå ïðèìåðà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íèêàêèå òðè ëó÷à íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå, èëè áåç íåãî, ñ àêêóðàòíûì ïîäñ÷åòîì ÷àñòåé.
5: îïèñàíèå ïðèìåðà â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íèêàêèå òðè ëó÷à íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå, èëè áåç íåãî, áåç àêêóðàòíîãî ïîäñ÷åòà ÷àñòåé.
Îòâåò: 33



Äîêàæåì, ÷òî äåâÿòü òðîåê ëó÷åé ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íå ìåíüøå, ÷åì íà 33 ÷àñòè.
Ñêàæåì, ÷òî äàííûå òðîéêè ëó÷åé îáðàçóþò k-êðàòíîå ïåðåñå÷åíèå â äàííîé òî÷êå, åñëè
÷åðåç ýòó òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî k + 1 ëó÷ èç k + 1 ðàçíûõ òðîåê (íàïðèìåð, íà ðèñóíêå
åñòü òðè äâóêðàòíûõ ïåðåñå÷åíèÿ è îäíî âîñüìèêðàòíîå).

Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå äåâÿòü òðîåê ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü, íà 19 áîëü-
øå ñóììàðíîé êðàòíîñòè îáðàçîâàííûõ èìè ïåðåñå÷åíèé. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì ñèñòåìó êî-
îðäèíàò, â êîòîðîé íèêàêîé èç ëó÷åé íå ïàðàëëåëåí îñè àáñöèññ, à âñå êîíöû è òî÷êè
ïåðåñå÷åíèé ëó÷åé èìåþò ðàçíóþ îðäèíàòó, è áóäåì íàçûâàòü îðäèíàòó òî÷êè åå âûñîòîé.
Â êàæäîé èç ÷àñòåé, íà êîòîðûå ëó÷è äåëÿò ïëîñêîñòü, îòìåòèì óãëû, âåðøèíû êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ ñàìîé âåðõíåé è ñàìîé íèæíåé òî÷êîé ÷àñòè. Â êàæäîé îãðàíè÷åííîé ÷àñòè
îêàæåòñÿ îòìå÷åíî äâà óãëà. Â êàæäîé íåîãðàí÷åííîé ÷àñòè, ñîäåðæàùåé ãîðèçîíòàëü-
íûé ëó÷ (òàêèõ ÷àñòåé äâå), íå áóäåò îòìå÷åíî íè îäíîãî óãëà. Â êàæäîé èç îñòàëüíûõ
íåîãðàíè÷åííûõ ÷àñòåé (òàêèõ 27 − 2 = 25) áóäåò îòìå÷åí îäèí óãîë. Òàêèì îáðàçîì,
(÷èñëî îòìå÷åííûõ óãëîâ) = 2 · (÷èñëî ÷àñòåé)− 29.

Êàæäàÿ k-êðàòíàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñàìîé âåðõíåé äëÿ k ÷àñòåé, íà êîòî-
ðûå ëó÷è äåëÿò ïëîñêîñòü, è ñàìîé íèæíåé äëÿ k ÷àñòåé. Êàæäîå íà÷àëî òðîéêè ëó÷åé
ÿâëÿåòñÿ ñàìîé âåðõíåé èëè ñàìîé íèæíåé òî÷êîé äëÿ îäíîé èç ÷àñòåé. Ïîýòîìó (÷èñëî
îòìå÷åííûõ óãëîâ) = 2 · (ñóììà êðàòíîñòåé) + 9. Ñðàâíèâàÿ ýòó ôîðìóëó ñ ïðåäûäóùåé,
ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî ÷àñòåé íà 19 áîëüøå ñóììàðíîé êðàòíîñòè ïåðåñå÷åíèé. Îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèé íå ìåíüøå 14.

Äëÿ ýòîãî äîêàæåì, ÷òî ëþáûå äâå òðîéêè ëó÷åé ïåðåñåêàþòñÿ õîòÿ áû ïî îäíîé

òî÷êå. Îáîçíà÷èì íà÷àëà ëó÷åé òðîåê ÷åðåç A è B, à èõ ëó÷è â ïîðÿäêå îáõîäà ýòèõ òî÷åê
ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå îò îòðåçêà AB ÷åðåç AA1, AA2, AA3 è BB1, BB2, BB3 ñîîòâåòñòâåííî.
Åñëè AA1 è BB3 íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî ∠BAA1 + ∠ABB3 > 180◦, è åñëè AA3 è BB1 íå
ïåðåñåêàþòñÿ, òî ∠BAA3 + ∠ABB1 > 180◦. Ïîýòîìó, åñëè áû òðîéêè íå ïåðåñåêàëèñü, òî
∠A1AA2+∠A3AA2+∠B1BB2+∠B3BB2 = 2 ·360◦−∠BAA1−∠ABB3−∠BAA3−∠ABB1 6
360◦, ïîýòîìó îäèí èç óãëîâ ∠A1AA2, ∠A3AA2, ∠B1BB2, ∠B3BB2 áûë áû íå áîëåå, ÷åì



ïðÿìûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû óñëîâèþ. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî, åñëè
òðè òðîéêè ëó÷åé èìåþò îäíó äâóêðàòíóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ è íå èìåþò îäíîêðàòíûõ,
òî ÷åòâåðòàÿ òðîéêà ëó÷åé ïåðåñåêàåòñÿ ñ èõ îáúåäèíåíèåì õîòÿ áû â äâóõ òî÷êàõ.

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèé äåâÿòè òðîåê ëó÷åé íå
ìåíüøå 14.

Ñëó÷àé 1: ñóùåñòâóþò òðè òðîéêè ëó÷åé, èìåþùèå îäíó äâóêðàòíóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ
è íå èìåþùèå îäíîêðàòíûõ. Òîãäà äîáàâëåíèå ê ýòèì òðåì òðîéêàì êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ
øåñòè óâåëè÷èâàåò ñóììàðíóþ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèé õîòÿ áû íà äâà, ïîýòîìó ñóììàðíàÿ
êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ äåâÿòè òðîåê íå ìåíüøå 2 + 6 · 2 = 14.

Ñëó÷àé 2: ëþáûå äâå èç äåâÿòè òðîåê ëó÷åé ïåðåñåêàþòñÿ áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå. Â
ýòîì ñëó÷àå, äîáàâëåíèå ê ïåðâîé òðîéêå ëó÷åé êàæäîé èç âîñüìè îñòàëüíûõ óâåëè÷èâàåò
ñóììàðíóþ êðàòíîñòü õîòÿ áû íà äâà, ïîýòîìó ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ
äåâÿòè òðîåê íå ìåíüøå 8 · 2 = 16.

Ñëó÷àé 3: íè îäèí èç ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àåâ íå èìååò ìåñòà. Âûáåðåì äâå òðîéêè, ïåðåñå-
êàþùèåñÿ ïî îäíîé òî÷êå. Êàæäàÿ èç îñòàëüíûõ òðîåê ïåðåñåêàåò èõ îáúåäèíåíèå õîòÿ áû
â äâóõ òî÷êàõ, èíà÷å áû èìåë ìåñòî ñëó÷àé 1. Ïîýòîìó äîáàâëåíèå ê ýòèì äâóì òðîéêàì
êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ ñåìè óâåëè÷èâàåò ñóììàðíóþ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèé õîòÿ áû íà
äâà, ïîýòîìó ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ äåâÿòè òðîåê íå ìåíüøå 1+7 ·2 = 15.

Èòàê, ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü ïåðåñå÷åíèé, îáðàçîâàííûõ äåâÿòüþ òðîéêàìè ëó÷åé, íå
ìåíüøå 14, ïîýòîìó ÷èñëî ÷àñòåé, íà êîòîðûå îíè ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü, íå ìåíüøå 14 +
19 = 33. Ïîñòðîèì ïðèìåð, êîãäà ÷àñòåé ðîâíî 33. Ïðîâåäåì èç êîíöà A îòðåçêà OA
äâà ëó÷à, îáðàçóþùèå ñ îòðåçêîì óãîë 130◦, è ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M íà îòðåçêå OA
ïàðàëëåëüíûå èì ëó÷è, âûáðàâ èõ êîíöû B è C òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óãëû BOA è COA
áûëè ðàâíû 5◦. Òàêæå ïðîâåäåì èç òî÷åê A,B è C ëó÷è ÷åðåç òî÷êó O. Ïîëó÷èì òðè
òðîéêè ëó÷åé, îáðàçóþùèå äâà äâóêðàòíûõ ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîâåðíóâ ýòè òðè òðîéêè íà
120◦ è 240◦ îòíîñèòåëüíî òî÷êè O, ïîëó÷èì èñêîìóþ êîíôèãóðàöèþ (ñì. ðèñóíîê).

Ìíîãèå ðåøàëè ýòó çàäà÷ó â (íåâåðíîì) ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íèêàêèå òðè
ëó÷à íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè îòâåò 55 è ðåøåíèå
ñëåäóþùåå. Ïðîíóìåðóåì òðîéêè ëó÷åé, è äëÿ êàæäîãî ÷èñëà k îò 2 äî 9 îáîçíà÷èì ÷åðåç
bk ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ òðîéêè ëó÷åé íîìåð k ñ òðîéêàìè ìåíüøèõ íîìåðîâ. Ýòè òî÷êè
ðàçáèâàþò òðîéêó íîìåð k íà bk + 1 êóñîê, èç êîòîðûõ îäèí � íàçîâåì åãî öåíòðàëüíûì
� ñîäåðæèò íà÷àëà âñåõ òðåõ ëó÷åé, à êàæäûé èç îñòàëüíûõ êóñêîâ ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì
îäíîãî èç ëó÷åé. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè òðîéêè ñ íîìåðàìè ìåíüøå k ðàçáèâàëè ïëîñêîñòü
íà N ÷àñòåé, òî öåíòðàëüíûé êóñîê òðîéêè íîìåð k ðàçáèâàåò îäíó èç ýòèõ ÷àñòåé íà
òðè ÷àñòè, à êàæäûé èç îñòàëüíûõ bk êóñêîâ òðîéêè íîìåð k ðàçáèâàåò îäíó èç ÷àñòåé íà
äâå, ïîýòîìó òðîéêè ñ íîìåðàìè äî k âêëþ÷èòåëüíî ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà N + bk + 2
÷àñòåé. Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå ïðè âñåõ k îò 2 äî 9, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå äåâÿòü òðîåê
ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü íà 3 + b2 + 2+ b3 + 2+ . . .+ b9 + 2 = 19 + b2 + b3 + . . .+ b9 ÷àñòåé. Íî
b2 > 1, b3 > 2, . . . , b9 > 8, ïîýòîìó 19 + b2 + b3 + . . . + b9 > 55. Ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ,

åñëè, íàïðèìåð, âñå òðîéêè ëó÷åé ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîé è òîé æå òðîéêè ïàðàëëåëüíûìè
ïåðåíîñàìè.

10.3. Ñêîëüêî òî÷åê, îáå êîîðäèíàòû êîòîðûõ íàòóðàëüíû, ëåæèò ñòðîãî âíóòðè îáëàñòè,



îãðàíè÷åííîé îñÿìè êîîðäèíàò è ãðàôèêîì ôóíêöèè

−x3 + 30x2 − 300,6x+ 2012?

Îòâåò:19103
20 áàëëîâ çà âåðíûé îòâåò ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì.
10: ñîäåðæàòåëüíîå ðåøåíèå (ñ èñïîëüçîâàíèåì, íàïðèìåð, ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè),

ïðèâåäøåå ê íåâåðíîìó îòâåòó â ðåçóëüòàòå àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè.
5: ïðÿìîé ïîäñ÷åò, ïðèâåäøèé ê íåâåðíîìó îòâåòó â ðåçóëüòàòå àðèôìåòè÷åñêîé îøèá-

êè, ëèáî íåâåðíîå ïîíèìàíèå óñëîâèÿ çàäà÷è: ïîäñ÷åò òî÷åê íà ãðàôèêå, à íå ïîä ãðàôè-
êîì, ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì è ïðàâèëüíûì îòâåòîì.

Çàìåòèì, ÷òî öåíòðîì ñèììåòðèè ãðàôèêà ôóíêöèè y = −x3 + 30x2 − 300,6x + 2012
ÿâëÿåòñÿ òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (10, 1006), òàê êàê çàìåíîé êîîðäèíàò x1 = x − 10, y1 =
y−1006 ôóíêöèÿ ïðèâîäèòñÿ ê íå÷åòíîé y1 = −x31− 3

5
x1. Êîîðäèíàòû òî÷êè, ñèììåòðè÷íîé

òî÷êå (0, 2012) ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ, íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé (x +
0)/2 = 10 è (y+2012)/2 = 1006 è ðàâíû (20, 0), â ÷àñòíîñòè, ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà ëåæèò íà
ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Ïîýòîìó îïèñàííàÿ â óñëîâèè îáëàñòü âìåñòå ñ îáëàñòüþ, öåíòðàëüíî
åé ñèììåòðè÷íîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè (10, 1006), îáðàçóåò ïðÿìîóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
(0, 0), (20, 0), (0, 2012), (20, 2012).

Ñòðîãî âíóòðè ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ëåæàò 2011 · 19 = 38209 òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäè-
íàòàìè, èç íèõ òðè � ñ àáñöèññàìè 5, 10 è 15 � ëåæàò íà ãðàôèêå (äðóãèõ òî÷åê ñ öåëûìè
êîîðäèíàòàìè íà ãðàôèêå íåò, òàê êàê, åñëè x íå äåëèòñÿ íà 5, òî ÷èñëî −x3 + 30 x2 −
300,6x+ 2012 íå öåëîå). Èç îñòàëüíûõ 38206 òî÷åê ïîä ãðàôèêîì ëåæèò ïîëîâèíà.

10.4. Êàæäàÿ èç ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé êàñàåòñÿ òðåõ ñòîðîí çàäàííîãî ïàðàëëåëîãðàììà
ñ îòíîøåíèåì ñòîðîí 2 : 3 è ïëîùàäüþ 1. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îáðàçî-
âàííîãî öåíòðàìè ýòèõ îêðóæíîñòåé.

Îòâåò: 1/12
20 áàëëîâ çà ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ïîëíîñòüþ îáîñíîâàííûì ðåøåíèåì.
15: òî æå, ÷òî 20, ïðè íàëè÷èè íåòî÷íîñòè â îáîñíîâàíèè èëè àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè,

íå âëèÿþùåé íà õîä ðåøåíèÿ.
10: òî æå, ÷òî 20, ïðè íàëè÷èè íåòî÷íîñòè â îáîñíîâàíèè è àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêè,

íå âëèÿþùåé íà õîä ðåøåíèÿ.
5: ðåøåíèå ñ ñóùåñòâåííûìè ïðîáåëàìè â îáîñíîâàíèè.

Òàê êàê öåíòðû îêðóæíîñòåé ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ ïàðàëëå-
ëîãðàììà, íóæíî íàéòè ïëîùàäü ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî áèññåêòðèñàìè. Îáî-
çíà÷èâ ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ÷åðåç 2x è 3x, à óãëû, îáðàçîâàííûå áèññåêòðèñàìè ñî
ñòîðîíàìè � ÷åðåç α è β, çàìåòèì, ÷òî óãëû èñêîìîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû 180◦ −
α−β = 90◦ (òî åñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåñòÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì). Ïîýòîìó ñòîðîíà ýòîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó áèññåêòðèñàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ïàðàë-
ëåëîãðàììà. Ýòî ðàññòîÿíèå ðàâíî ðàçíîñòè ðàññòîÿíèé îò áèññåêòðèñ äî âåðøèíû ïàðàë-
ëåëîãðàììà, òî åñòü 3x sin(α) − 2x sin(α) = x sin(α). Àíàëîãè÷íî, äðóãàÿ ñòîðîíà ïðÿìî-
óãîëüíèêà ðàâíà x sin(β) = x sin(90◦ − α) = x cos(α). Ïîýòîìó ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà

ðàâíà x2 sin(α) cos(α) = (2x)·(3x)·sin(2α)
12

. Òàê êàê ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè � ïëîùàäü ïàðàëëå-
ëîãðàììà, ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 1/12.



10.5. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà x(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)−2
áîëüøå 1

14
.

20 áàëëîâ çà îáîñíîâàíèå ìîíîòîííîñòè è âåðíóþ îöåíêó çíà÷åíèÿ â òî÷êå 1/14.
15: òî æå, ÷òî 20, ñ àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêîé, íå èçìåíÿþùåé õîä âû÷èñëåíèé, èëè ñ

óòâåðæäåíèåì î ìîíîòîííîñòè áåç åãî àêêóðàòíîãî îáîñíîâàíèÿ.
10: äîêàçàòåëüñòâî áåç àðèôìåòè÷åñêèõ îøèáîê, íåÿâíî ññûëàþùååñÿ íà ìîíîòîí-

íîñòü, áåç åå àêêóðàòíîãî îáîñíîâàíèÿ.
5: äîêàçàòåëüñòâî ñ íåäî÷åòîì, îòëè÷íûì îò ïåðå÷èñëåííûõ âûøå (íàïðèìåð, íå ñôîð-

ìóëèðîâàíî óòâåðæäåíèå î ìîíîòîííîñòè).
1: íåïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = x(x+1)(x+2)(x+3)(x+4)−2 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ x: åñëè 0 < x1 < x2, òî, ïåðåìíîæàÿ íåðàâåíñòâà x1+ k < x2+ k ïî âñåì k
îò 0 äî 4, ïîëó÷èì x1(x1+1)(x1+2)(x1+3)(x1+4)−2 < x2(x2+1)(x2+2)(x2+3)(x2+4)−2.

Ïîýòîìó ïðè ïîëîæèòåëüíîì x < 1
14

ïîëó÷èì f(x) < f( 1
14
) = (14+1)·(2·14+1)·(3·14+1)·(4·14+1)

145
−

2 = 1·145+13·144+10·143+7·142+10·14+1
145

− 2 = −9463/537824 < 0, ïîýòîìó íèêàêîå ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî x < 1

14
íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì f .

10.6. Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì âñåõ
ãðàíåé êàê äâóõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ, òàê è îäíîãî?

Îòâåò: Äà. Íàïðèìåð, 12 ðîìáîâ ñ äèàãîíàëÿìè 1 è
√
2

20 áàëëîâ çà âåðíûé ïðèìåð ñ îáúÿñíåíèåì, ïî÷åìó îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è
è äîêàçàòåëüñòâîì åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

15: âåðíûé ïðèìåð (îïèñàíèå êîíñòðóêöèè) ñ îáúÿñíåíèåì, ïî÷åìó îí óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ çàäà÷è, áåç äîêàçàòåëüñòâà åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

10: âåðíûé ïðèìåð (òîëüêî ðèñóíîê) ñ îáúÿñíåíèåì, ïî÷åìó îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
çàäà÷è, áåç äîêàçàòåëüñòâà åãî ñóùåñòâîâàíèÿ.

Äîêàæåì, ÷òî óêàçàííûé â îòâåòå íàáîð ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ïîäõîäèò (ìû íå óòâåð-
æäàåì, ÷òî ýòî åäèíñòâåííûé ïîäõîäÿùèé íàáîð, áîëåå òîãî, ìîæíî ëåãêî íàéòè äðóãèå).
Î÷åâèäíî, èç óêàçàííûõ â îòâåòå ðîìáîâ ìîæíî ñëîæèòü äâà ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïîñòðî-
èì îäèí ìíîãîãîðàííèê, èìåþùèé òîò æå íàáîð ãðàíåé. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì íà êàæäîé
èç ãðàíåé åäèíè÷íîãî êóáà ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõãðàííóþ ïèðàìèäó ñ âûñîòîé 1/2. Òàê
êàê ïèðàìèäà ïðàâèëüíàÿ, òî âûñîòû, îïóùåííûå èç îáîèõ êîíöîâ åå âûñîòû íà ñòîðîíó
îñíîâàíèÿ, ðàçîáüþò ýòó ñòîðîíó ïîïîëàì. Ïîýòîìó òðè óïîìÿíóòûå âûñîòû îáðàçóþò
òðåóãîëüíèê. Òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé, è îáà åãî êàòåòà ðàâíû 1/2, ïîýòîìó åãî ãè-
ïîòåíóçà ðàâíà

√
2/2, à îñòðûé óãîë ðàâåí 45◦. Ïîýòîìó áîêîâûå ãðàíè äâóõ ïèðàìèä,

ïðèìûêàþùèå ê îäíîìó è òîìó æå ðåáðó êóáà, îáðàçóþò óãîë 90◦ + 45◦ + 45◦ = 180◦, òî
åñòü ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà ñ îáùèì îñíîâàíèåì
äëèíû 1 è âûñîòàìè

√
2/2, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþò ðîìá ñ äèàãîíàëÿìè 1 è√

2, ïîýòîìó ãðàíÿìè îáúåäèíåíèÿ êóáà è ïðèñòðîåííûõ ê íåìó ïèðàìèä áóäóò 12 òàêèõ
ðîìáîâ (ïî ÷èñëó ðåáåð êóáà).


