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Äåìîíñòðàöèîííûé âàðèàíò

Âñå îòâåòû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òðåáóåòñÿ îáîñíîâàòü. Ó÷èòûâà-

þòñÿ ðåøåíèÿ òåõ 5 çàäà÷ èç 10, ïî êîòîðûì äîñòèãíóòî íàèáîëüøåå

ïðîäâèæåíèå. Ïðàâèëüíîå è ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé èç ýòèõ çàäà÷

îöåíèâàåòñÿ â 20 áàëëîâ. Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé 3 ÷àñà.

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè âåðøèíû êóáà ìîæíî ðàñêðàñèòü â âîñåìü äàííûõ
öâåòîâ, ïî îäíîé âåðøèíå êàæäîãî öâåòà? Äâå ðàñêðàñêè ñ÷èòàþòñÿ îäèíà-
êîâûìè, åñëè îäíó èç íèõ ìîæíî ïåðåâåñòè â äðóãóþ ïîâîðîòîì êóáà.

2. Ïóñòü f(x, y) = max(x2 − y3,−x3 + y2).
(à) Âû÷èñëèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f(x, y) ïî íàïðàâëåíèþ l = (1, 1) â

òî÷êå (0, 0).
(á) Äîêàæèòå, ÷òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â òî÷-

êå (0, 0).
(â) ßâëÿåòñÿ ëè òî÷êà (0, 0) òî÷êîé ýêñòðåìóìà äàííîé ôóíêöèè?

3. Ãðàô ñî 100 âåðøèíàìè èìååò 98 âåðøèí ñòåïåíè 30, è ïî îäíîé âåðøèíå
ñòåïåíåé 25 è 15.

à. Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ñòåïåíåé 25 è 15 ëåæàò â îäíîé êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè.

á. Îáÿçàòåëüíî ëè äàííûé ãðàô áóäåò ñâÿçíûì?

4. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí äâóäîëüíûé ãðàô Γ, â êîòîðîì V1 åñòü ìíîæåñòâî
ìåëîìàíîâ, à V2 � ìíîæåñòâî ìóçûêàëüíûõ èñïîëíèòåëåé:
V1 = { Ìàøà, Ïåòÿ, Ôåäÿ, Àë¼íà },
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V2 = { Êàðåë Ãîòò, Ìàéêë Äæåêñîí, Äèìà Áèëàí, Áðèòíè Ñïèðñ, Ñîôèÿ
Ðîòàðó }. Ðåáðî {t, s} ìåæäó t ∈ V1 è s ∈ V2 ïðèíàäëåæèò ãðàôó Γ, åñëè
ïåðñîíà s � ìóçûêàëüíûé êóìèð ïåðñîíû t. Îïðåäåëèì ìàêñèìàëüíîå ñî-
îáùåñòâî ìåëîìàíîâ ñ ïîõîæèìè âêóñàìè êàê ïîëíûé äâóäîëüíûé ïîäãðàô
ãðàôà Γ, ê êîòîðîìó íåëüçÿ äîáàâèòü âåðøèíû èç V1 è V2, íå íàðóøèâ ñâîé-
ñòâî ïîëíîòû. Íàïðèìåð, òàêîå ñîîáùåñòâî áóäåò îáðàçîâûâàòü äâóäîëüíûé
ïîäãðàô íà ìíîæåñòâàõ âåðøèí { Ìàøà, Ïåòÿ, Ôåäÿ} è {Áðèòíè Ñïèðñ, Ìàé-
êë Äæåêñîí}.

à. Íàéäèòå âñå ìàêñèìàëüíûå ñîîáùåñòâà ìåëîìàíîâ äëÿ çàäàííîãî ãðàôà.
á. Ââåäèòå îòíîøåíèå áûòü áîëåå êðóïíûì ñîîáùåñòâîì è ïîñòðîéòå ãðàô

ýòîãî îòíîøåíèÿ äëÿ âñåõ íàéäåííûõ ñîîáùåñòâ (äëÿ ïðîñòîòû âû÷èñëåíèé
ýëåìåíòû V1 ìîæíî ïåðåîáîçíà÷èòü öèôðàìè 1, 2, 3 è 4, à ýëåìåíòû V2 �
ïåðâûìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà a, b, c, d è e).

â. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî òàêèõ ñîîáùåñòâ äëÿ äâóäîëüíîãî ãðàôà â
õóäøåì ñëó÷àå, åñëè |V1| = n è |V2| = m?



5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êâàäðàòíûå êîìïëåêñíûå ìàòðèöû A,B è C ïîðÿäêà 5
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ AB = BC, ïðè÷åì C � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.

à. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè B � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî ñóùåñòâóåò áàçèñ
ïðîñòðàíñòâà C5, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A.

á. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî rkB = 4. Èç êàêèõ êëåòîê ñîñòîèò æîðäàíîâà ôîðìà
ìàòðèöû A?

6. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ζ = (ξ, η) ðàñïðåäåë¼í ðàâíîìåðíî â êâàäðàòå {(x, y)||x|+
|y| ≤ 2}.

à. Íàéäèòå óñëîâíóþ ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ïðè óñëîâèè ξ = x
è ïîñòðîéòå å¼ ãðàôèê.

á. Âû÷èñëèòå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(η|ξ = x) è óñëîâíóþ
äèñïåðñèþ D(η|ξ = x).

â. Èññëåäóéòå ξ è η íà íåçàâèñèìîñòü.

7. Ïóñòü äëÿ íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî xn � êîðåíü óðàâíåíè x = tg x èç èíòåð-
âàëà

(
πn; π(n+ 1)

)
. Äîêàæèòå, ÷òî

xn = πn+
π

2
− 1

πn
+O

(
1

n2

)
.

8. Âûáîðêà X1, . . . , Xn ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ Ðåëåÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x, θ) =

{
0, x < 0,
2
θxe

−x2/θ, x ≥ 0.

à. Ïîñòðîéòå îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåò-
ðà θ.

á. Äîêàæèòå íåñìåùåííîñòü ïîñòðîåííîé îöåíêè.



9. Íàéäèòå ìàêñèìóì ôóíêöèè ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ:
f(x1, x2) = min{3x1 + x2, 4x2 + x1} → max

(x1 + 1)(x2 + 2) 6 8,

(x1 − 1)(x2 + 3) 6 4,

x1, x2 > 0.

10. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî äóã ëþáîãî ïðîñòîãî ïóòè â îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå
G íå ïðåâîñõîäèò 4. Ñêîëüêî öâåòîâ ïîíàäîáèòñÿ äëÿ òàêîé ðàñêðàñêè âåðøèí
ãðàôà G, ÷òîáû âåðøèíû îäíîãî öâåòà íå áûëè ñìåæíû?

Îòâåò îáîñíóéòå, ò.å. äîêàæèòå, ÷òî ýòîãî êîëè÷åñòâà öâåòîâ âñåãäà äîñòà-
òî÷íî äëÿ ðàñêðàñêè, è ïðèâåäèòå ïðèìåð ãðàôà G ñ çàäàííûì ñâîéñòâîì,
êîòîðûé íåâîçìîæíî ðàñêðàñèòü â ìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ.

Ìåòîäè÷åñêèå ðåêîìåíäàöèè

Òåìàòèêà ïèñüìåííîé ðàáîòû ñîîòâåòñòâóåò ðàçäåëàì ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè è èíôîðìàòèêè, îáîçíà÷åííûì â Ãîñóäàðñòâåííîì îáðàçîâàòåëüíîì
ñòàíäàðòå âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ïî íàïðàâëåíèþ ïîäãî-
òîâêè áàêàëàâðà 010500.62 �Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà�:

1. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

2. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

3. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà

4. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè

5. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà

6. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà

7. Èíôîðìàòèêà



Äëÿ ïîäãîòîâêè ê îëèìïèàäå ðåêîìåíäóþòñÿ ñëåäóþùèå ó÷åáíûå ïîñîáèÿ:

1. Èëüèí Â.À. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà.

2. Èëüèí Â.À., Ïîçíÿê Ý.Ã. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

3. Êóäðÿâöåâ Ë.Ä. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, ò. 1,2

4. Ôèõòåíãîëüö Ã.Ì. Îñíîâû äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ, ò.1-3.

5. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó äëÿ âòóçîâ. Ïîä ðå-
äàêöèåé Á.Ï. Äåìèäîâè÷à.

6. Ë.Ñ.Ïîíòðÿãèí. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

7. Ôèëèïîâ À.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

8. Ãíåäåíêî Á. Â. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

9. Êðàìåð Ã. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ñòàòèñòèêè.

10. Øâåäîâ À.Ñ. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.

11. Êóçíåöîâ Î.Ï. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ èíæåíåðà.

12. Íîâèêîâ Ô. À. Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ ïðîãðàììèñòîâ.

13. Îðå Î. Òåîðèÿ ãðàôîâ.


