
10 êëàññ

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ïðèâåäåíî óñëîâèå, îòâåò, êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ è ïîëíîå ðåøå-
íèå, à òàêæå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, äîñòîïðèìå÷àòåëüíûå ðåøåíèÿ, ïðèäóìàííûå ó÷àñòíè-
êàìè îëèìïèàäû. Ïî êàæäîé çàäà÷å îöåíêà �0� ñòàâèëàñü â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â ÷èñòîâèêå
ñëåäîâ ðàáîòû íàä çàäà÷åé è îòñûëîê ê ÷åðíîâèêó, ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà �+� ñòàâèëàñü
çà ïîëíîå ðåøåíèå, ïðîìåæóòî÷íûå îöåíêè -/. < -/+ < +/3 < +/2 < +/- < +/. ñòàâè-
ëèñü çà ðåøåíèÿ ñ ïðîáåëàìè èëè îøèáêàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â ðàçäåëå �êðèòåðèè�, à
îòðèöàòåëüíàÿ îöåíêà �-� ñòàâèëàñü çà ëþáóþ ðàáîòó íàä çàäà÷åé, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ
íèêàêèì èç óêàçàííûõ êðèòåðèåâ (â ÷àñòíîñòè, çà îòâåò áåç êàêîãî-ëèáî îáîñíîâàíèÿ).
Ëþáûå äðóãèå çíàêè îöåíîê, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, îçíà÷àþò �-�.

10.1. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ (x, y) óðàâíåíèÿ x2 − 2y2 = 2x+y è äîêà-
æèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

Îòâåò: (2, 0), (2,−1), (6, −4), (4, 0), (12, −8).
Êðèòåðèè

+/- ïîòåðÿíû 1 èëè 2 ðåøåíèÿ èç-çà íåïðèíöèïèàëüíûõ (âû÷èñëèòåëüíûõ) îøèáîê.
+/- íàéäåíû 3-5 ðåøåíèé. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ñîäåðæèò íåçíà-

÷èòåëüíûå ïðîáåëû.
+/2 íàéäåíû 3-5 ðåøåíèé. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ñîäåðæèò íåçíà-

÷èòåëüíûå ïðîáåëû.
-/+ íàéäåíû 2 èëè 1 ðåøåíèå. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ñîäåðæèò

íåçíà÷èòåëüíûå ïðîáåëû.
-/+ íàéäåíû 3-5 ðåøåíèÿ. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé íåïîëíî.
-/+ íå íàéäåíî íè îäíîãî ðåøåíèÿ, íî ïðèâåäåíû ðàññóæäåíèÿ, ñâîäÿùèå çàäà÷ó ê

ïåðåáîðó êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ.
-/. íàéäåíû 1 èëè 2 ðåøåíèÿ. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé íåïîëíî.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî x+ y > 0, ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ � öåëîå ÷èñëî,

à çíà÷èò, è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü öåëûì ÷èñëîì. Â ïðåäïîëîæåíèè y = −x
ïîëó÷àåì íåâûïîëíèìîå ðàâåíñòâî −x2 = 1. Äàëåå ñ÷èòàåì x + y > 0.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: (1) � y äåëèòñÿ íà 2 â íå ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì x, è (2) � â
ìåíüøåé.

1) Â ýòîì ñëó÷àå x = 2su è y = 2sv, ãäå s, u è v � öåëûå ÷èñëà, s > 0, ïðè÷¼ì u
íå÷¼òíî. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè x è y â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

22s(u2 − 2v2) = 22s(u+v).

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà 22s, íî íå íà 22s+1, à ïðàâàÿ � íà
22s(u+v), íî íå íà 22s(u+v)+1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ñòåïåíåé: s = 2s−1(u + v). Åñëè u + v = 1,
òî s = 1 èëè s = 2. Ïîäñòàâëÿÿ ïðåäïîëîæåíèÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ x è y, â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå u2 − 4u + 3 = 0. Îíî èìååò êîðíè 1 è 3, ïðè s = 1 ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ
(2, 0) è (6,−4), ïðè s = 2 � (4, 0) è (12,−8). Åñëè æå u + v > 1, òî 2s−1(u + v) > 2s =
(1 + 1)s = 1 + s + . . . > s, è ðàâåíñòâî íå äîñòèãàåòñÿ.

2) Â ýòîì ñëó÷àå x = 2s+1u è y = 2sv, ãäå s, u è v � öåëûå ÷èñëà, s > 0, ïðè÷¼ì v
íå÷¼òíî. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè x è y â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

22s+1(2u2 − v2) = 22s(2u+v) (2)
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Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) äåëèòñÿ íà 22s+1, íî íå íà 22s+2, à ïðàâàÿ � íà 22s(2u+v),
íî íå íà 22s(2u+v)+1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ñòåïåíåé: 2s + 1 = 2s(2u + v). Òàê êàê â í¼ì ñëåâà
ñòîèò íå÷¼òíîå ÷èñëî, òî s = 0, è

2u + v = 1

Êðîìå òîãî, èç (3) ñëåäóåò, ÷òî 2u2 − v2 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà v = 1 − 2u, íàõîäèì, ÷òî
u = 1. Òàê êàê s = 0, ïîëó÷àåì èç ôîðìóë x = 2s+1u è y = 2s(1− 2u) ðåøåíèe (2,−1).

Äëÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è 1 èç çàäàíèÿ 11 êëàññà ìû òàêæå ïðèâåëè ðåøåíèå, îñíî-
âàííîå íà äðóãîé èäåå.

10.2. Âäîëü áåðåãà êðóãëîãî îçåðà ïåðèìåòðîì 1,1 êì ïëûâóò äâà ëîñîñÿ � îäèí ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 500 ì/ìèí ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, äðóãîé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ 600
ì/ìèí ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïî êðàþ áåðåãà ìå÷åòñÿ ìåäâåäü, âñåãäà áåãóùèé âäîëü
áåðåãà ñî ñêîðîñòüþ 70 ì/ìèí â íàïðàâëåíèè áëèæàéøåãî ê íåìó ëîñîñÿ. Ñêîëüêî ïîëíûõ
îáîðîòîâ âîêðóã îçåðà ñäåëàåò ìåäâåäü çà ñóòêè è îäíó ìèíóòó?

Îòâåò: 65.
Êðèòåðèè

-/. äëÿ êîíêðåòíîãî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ìåäâåäÿ è ðûá ïðèâåäåíû ïðÿìûå âû-
÷èñëåíèÿ èõ ïåðåìåùåíèé íà ïðîòÿæåíèè äâóõ èëè áîëåå îáîðîòîâ ìåäâåäÿ âîêðóã îçåðà,
à çàòåì ÿâíî ñäåëàíî íåîáîñíîâàííîå (õîòÿ è èíòóèòèâíî âåðíîå) óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü îáðàùåíèÿ ìåäâåäÿ âîêðóã îçåðà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà òîé, êîòîðàÿ ïî-
ëó÷èëàñü â ýòîì ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå. Íà ýòîì îñíîâàíèè ïîëó÷åí îòâåò ñ òî÷íîñòüþ
äî 10%.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ìåäâåäü áåæèò ê áëèæàéøåìó ëîñîñþ, åñëè è òîëüêî åñëè
îí áåæèò îò òî÷êè íà áåðåãó, ðàâíîóäàëåííîé îò ëîñîñåé è íå îòäåëåííîé îò ìåäâåäÿ ëî-
ñîñÿìè. Òàê êàê îáå ðàâíîóäàëåííûå îò ëîñîñåé òî÷êè äâèæóòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè
ñî ñêîðîñòüþ |600− 500|/2 = 50 < 70ì/ìèí, òî îíè íèêîãäà íå äîãîíÿò ìåäâåäÿ, è ìåäâåäü
íèêîãäà íå îêàæåòñÿ â òàêîé òî÷êå (êðîìå, âîçìîæíî, íà÷àëüíîãî ìîìåíòà). Òàê êàê êàæ-
äàÿ èç ýòèõ òî÷åê çà ñóòêè è îäíó ìèíóòó (òî åñòü çà 24 · 60 + 1 = 1441 ìèíóò) ïðîáåæèò
50 · 1441 ìåòðîâ, òî ñäåëàåò ðîâíî 50 · 1441/1100 = 131/2 = 65, 5 îáîðîòîâ âîêðóã îçåðà.
Ïîýòîìó ìåäâåäü, íè ðàçó íå ïåðåñåêøèé íè îäíó èç ýòèõ òî÷åê, ñäåëàåò ñòðîãî áîëüøå 65,
íî ñòðîãî ìåíüøå 66 îáîðîòîâ, òî åñòü 65 ïîëíûõ îáîðîòîâ.

10.3. Íàéäèòå áîêîâóþ ñòîðîíó ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ îñíîâàíèåì 1, ó êî-
òîðîãî áèññåêòðèñà, ìåäèàíà è çàêëþ÷åííûé ìåæäó íèìè îòðåçîê ïðîòèâîïîëîæíîé ñòî-
ðîíû òàêæå îáðàçóþò ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê.

Îòâåò: 4.
Êðèòåðèè

+/. ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò è äîêàçàíû íåêîòîðûå (íî íå âñå) èç ñëåäóþùèõ óòâåð-
æäåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ îáîñíîâàíèÿ åäèíñòâåííîñòè îòâåòà: à) Óãîë ìàëåíüêîãî òðå-
óãîëüíèêà ïðè îñíîâàíèè áèññåêòðèñû òóïîé. á) Óãîë ìàëåíüêîãî òðåóãîëüíèêà íå ïðè
îñíîâàíèè íå ìîæåò áûòü òóïûì. â) Ìåäèàíà äîëæíà áûòü îñíîâàíèåì ìàëåíüêîãî ðàâíî-
áåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. ã) îñíîâàíèå ìåäèàíû ëåæèò ìåæäó îñíîâàíèåì áèññåêòðèñû è
âåðøèíîé áîëüøîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîòèâîëåæàùåé ê åãî îñíîâàíèþ.

+/- ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò, íî íè îäíî èç âûøåïåðå÷èñëåííûõ óòâåðæäåíèé (à-ã)
íå äîêàçàíî.

+/2 ïðèâåäåí íàáîð òîæäåñòâ, äîñòàòî÷íûé äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ íà èñêîìóþ
ñòîðîíó â ïðåäïîëîæåíèÿõ (à-ã).
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-/+ ïðèâåäåíà ÷àñòü íàáîðà òîæäåñòâ, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ñîñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ íà
èñêîìóþ ñòîðîíó â ïðåäïîëîæåíèÿõ (à-ã), ëèáî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå íà èñêîìóþ ñòîðîíó â
ïðåäïîëîæåíèÿõ, îòëè÷íûõ îò (à-ã), è äîêàçàíî îòñóòñòâèå ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Òàê êàê áèññåêòðèñà è ìåäèàíà, îïóùåííûå íà îñíîâàíèå, ñîâïàäàþò, òî
ðå÷ü èäåò î áèññåêòðèñå è ìåäèàíå, îïóùåííîé èç òî÷êè C íà áîêîâóþ ñòîðîíó AB äàííîãî
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC ñ îñíîâàíèåì BC. Îáîçíà÷èì îñíîâàíèÿ ìåäèàíû è
áèññåêòðèñû ÷åðåç M è N ñîîòâåòñòâåííî, à èñêîìóþ äëèíó AB ÷åðåç x.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: x > 1 è x < 1 (ñëó÷àé x = 1 íå ïîäõîäèò, òàê êàê â ýòîì
ñëó÷àå ABC ïðàâèëüíûé, è M ñîâïàäàåò ñ N). Åñëè x < 1, òî MB < NB, ïîòîìó ÷òî
MB/MA = CB/CA = 1/x > 1 = NB/NA. Òàêæå, åñëè x < 1, òî ∠CAB > ∠ACB, ïîýòî-
ìó ∠BNC = ∠BAC+∠ACN = ∠BAC+∠ACB/2 > ∠BAC/2+∠ACB = 90◦. Àíàëîãè÷íî,
åñëè x > 1, òî MB > NB è ∠BNC < 90◦. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ðàâíîáåäðåí-
íîì òðåóãîëüíèêå MNC óãîë N òóïîé, ïîýòîìó ðàâíûìè äîëæíû áûòü îñòàëüíûå äâà åãî
óãëà.

Ïðè x < 1 òî÷êà M ëåæèò íà îòðåçêå BN , è ðàâíîáåäðåííîñòü òðåóãîëüíèêà MNC
ñ òóïûì óãëîì N íåâîçìîæíà, òàê êàê ∠NCM < ∠ACB = ∠ABC < ∠AMC.

Ïðè x > 1 òî÷êà N ëåæèò íà îòðåçêå BM , ðàâíîáåäðåííîñòü òðåóãîëüíèêà MNC ñ
òóïûì óãëîì N îçíà÷àåò, ÷òî MB−NB = MN = NC, è ìû íàéäåì x, âûðàçèâ ÷åðåç íåãî
MB, NB è NC. Èç NB/NA = CB/CA ïîëó÷èì, ÷òî NB = x/(x + 1), à èç MB/MA = 1
ïîëó÷èì, ÷òî MB = x/2. ×òîáû âûðàçèòü NC ÷åðåç x, îïóñòèì èç A è N íà BC âûñîòû ñ
îñíîâàíèÿìè A′ è N ′. Èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ AA′B è NN ′B è èçâåñò-
íîãî îòíîøåíèÿ AB/NB = x+1 ïîëó÷èì, ÷òî BN ′ = 1/(2x+2) è NN ′ =

√
4x2 − 1/(2x+2).

Òàê êàê CN ′ = 1−BN ′ = (2x+1)/(2x+2), òî èç òåîðåìû Ïèôàãîðà äëÿ òðåóãîëüíèêà CNN ′

ïîëó÷èì, ÷òî NC =
√

(2x + 1)2 + 4x2 − 1/(2x+ 2). Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ
MB, NB è NC â ðàâåíñòâî MB − NB = NC, ïîëó÷èì óðàâíåíèå x(x − 1)2 = 4(2x + 1).
Ðàñêðûâ ñêîáêè, ïîëó÷èì x3− 2x2− 7x− 4 = 0. Òàê êàê x3− 2x2− 7x− 4 = (x− 4)(x+ 1)2,
åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì ðåøåíèåì áóäåò x = 4.

10.4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ (ò. å. íå ðàâíûõ äðóã äðóãó) òóïîóãîëüíûõ
òðåóãîëüíèêîâ ñ öåëûìè äëèíàìè ñòîðîí è ïåðèìåòðîì 33? Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.

Îòâåò: 16.
Êðèòåðèè

-/. äîêàçàíî, ÷òî òðîéêà ÷èñåë x > y > z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíû ñòîðîí òóïî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òîëüêî åñëè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì x2 > y2 + z2 è x < y + z.

-/. äîêàçàíî, ÷òî òðîéêà ÷èñåë x > y > z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíû ñòîðîí èñêîìîãî
òðåóãîëüíèêà, òîëüêî åñëè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 16 > x > 12 è x < y + z.

-/. ïðàâèëüíî ïîñ÷èòàíî êîëè÷åñòâî âñåõ òðåóãîëüíèêîâ äàííîãî ïåðèìåòðà (íå òîëü-
êî òóïîóãîëüíûõ).

-/+ äîêàçàíî, ÷òî òðîéêà ÷èñåë x > y > z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíû ñòîðîí òóïî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òîëüêî åñëè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 16 > x > 12, x2 > y2+z2
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è x < y + z (ëèáî âìåñòî 16 > x > 12 ïðèäóìàíî äðóãîå îãðàíè÷åíèå, ñâîäÿùåå ïåðåáîð ê
ðàçóìíîìó ÷èñëó âàðèàíòîâ).

-/+ ïåðå÷èñëåíû âñå èñêîìûå òðåóãîëüíèêè, áåç îáîñíîâàíèÿ èõ òóïîóãîëüíîñòè è
îòñóòñòâèÿ äðóãèõ.

+/2 äîêàçàíî, ÷òî òðîéêà ÷èñåë x > y > z ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèíû ñòîðîí èñêîìîãî
òðåóãîëüíèêà, òîëüêî åñëè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 16 > x > 12 è x < y+z. Ñ ïîìîùüþ
ýòèõ íåðàâåíñòâ ïåðå÷èñëåíû ïî÷òè âñå èñêîìûå òðåóãîëüíèêè.

+/2 ïåðå÷èñëåíû âñå èñêîìûå òðåóãîëüíèêè, îáîñíîâàíà èõ òóïîóãîëüíîñòü, íî íå
îáîñíîâàíî îòñóòñòâèå äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ èç-çà íåïîëíîòû íàáîðà îãðàíè÷åíèé íà äëè-
íû ñòîðîí.

+/- ïîëíîñòüþ îáîñíîâàííûé îòâåò ñ ïîòåðåé îäíîãî òðåóãîëüíèêà.
+/- ïåðå÷èñëåíû âñå èñêîìûå òðåóãîëüíèêè, îáîñíîâàíà èõ òóïîóãîëüíîñòü, íî íå

îáîñíîâàíî îòñóòñòâèå äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ èç-çà íåïîëíîãî ïåðåáîðà ñëó÷àåâ.
+/. ïîëíîå ðåøåíèå ñ íåçíà÷èòåëüíûì ïðîáåëîì â îáîñíîâàíèè.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a > b > c òóïîóãîëåí, åñëè è

òîëüêî åñëè a2 > b2 + c2 (â ÷àñòíîñòè, a > b). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ABC � òðåóãîëüíèê
ñî ñòîðîíàìè a > b > c ïðîòèâ âåðøèí A, B è C ñîîòâåòñòâåííî, à AB′C � òðåóãîëüíèê
ñ ïðÿìûì óãëîì ∠A è AB′ = AB, òî B è C ëåæàò ïî ðàçíóþ ñòîðîíó îò ïðÿìîé AB′,
èíà÷å áû â òðåóãîëüíèêå CBB′ áûëî ∠CBB′ > ∠ABB′ = ∠AB′B > ∠BB′C, è BC = a <
B′C =

√
b2 + c2. Ïîýòîìó èç a2 > b2 + c2 ñëåäóåò, ÷òî ∠CAB > ∠CAB′ = 90◦, îáðàòíîå

äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîäñ÷èòàåì òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì a > b > c, a2 >

b2 + c2, a < b + c è a + b + c = 33. Çàìåòèì, ÷òî a + (a + b + c) < (b + c) + 33 ⇒ a 6 16 è
a > (a + b + c)/3 = 11. Äëÿ êàæäîãî a = 12, 13, . . . , 16 íóæíî ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî ïàð ÷èñåë
(b, c), òàêèõ ÷òî a > b > c, b + c = 33 − a è b2 + c2 < a2. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýòè óñëîâèÿ
âûïîëíåíû äëÿ ïàðû ÷èñåë (b, c), îòëè÷àþùèõñÿ õîòÿ áû íà 2, òî îíè âûïîëíåíû è äëÿ
ïàðû (b− 1, c + 1), ïîñêîëüêó (b− 1)2 + (c + 1)2 < b2 + c2 < a2.

Ïðè a = 16 åñòü ñåìü ïàð ÷èñåë (b, c), òàêèõ ÷òî 16 > b > c è b + c = 17: ýòî
(15, 2), (14, 3), . . . , (9, 8). Òàê êàê (15, 2) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó b2 + c2 < a2, òî è âñå
ñåìü óäîâëåòâîðÿþò.

Ïðè a = 15 åñòü øåñòü ïàð ÷èñåë (b, c), òàêèõ ÷òî 15 > b > c è b + c = 18: ýòî
(14, 4), (13, 5), . . . , (9, 9). Òàê êàê (14, 4) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó b2 + c2 < a2, òî è âñå
øåñòü óäîâëåòâîðÿþò.

Ïðè a = 14 åñòü ÷åòûðå ïàðû ÷èñåë (b, c), òàêèõ ÷òî 14 > b > c è b + c = 19: ýòî
(13, 6), (12, 7), (11, 8), (10, 9). Ïåðâàÿ èç íèõ íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó b2 + c2 < a2, à
âòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò, ïîýòîìó è îñòàëüíûå äâå óäîâëåòâîðÿþò.

Àíàëîãè÷íî, ñëó÷àþ a = 13 ñîîòâåòñòâóþò òðè ïàðû (12, 8), (11, 9), (10, 10), à ñëó÷àþ
a = 12 � ïàðà (11, 10), è íè îäíà èç íèõ íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó b2 + c2 < a2.

10.5. Ïóñòü x, y è z � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå

√
2 + x2 +

√
2 + (x− y)2 +

√
2 + (y − z)2 +

√
2 + (2− z)2?

Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.
Îòâåò: 6.
Êðèòåðèè

+/. ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå ìèíèìóìà è ïîëíîå ðåøåíèå ñ îäíèì èç äâóõ íåäî÷åòîâ:
áåç îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà, ëèáî ñ íåïðàâèëüíûì óêàçàíèåì çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ, äàþùèõ ìèíèìóì.
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+/- ïðàâèëüíûé îòâåò è ðåøåíèå ñ äðóãèì íåñóùåñòâåííûì ïðîáåëîì â îáîñíîâàíèè.
+/2 ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, íî îòâåò íåâåðíûé.
-/+ íåâåðíûé îòâåò è ðåøåíèå ñ íåñóùåñòâåííûì ïðîáåëîì â îáîñíîâàíèè, ëèáî ïðà-

âèëüíûé îòâåò è íåïîëíîå ðåøåíèå.
-/. íåâåðíûé îòâåò ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ñîäåðæàòåëüíîé îøèáêè â ðåøåíèè, ëèáî

ïðàâèëüíûé îòâåò ñ âåðíûì, íî íåäîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîå â çàäà÷å âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ëîìàíîé

ñ óçëàìè â òî÷êàõ (0, 0), (
√

2, x), (2
√

2, y), (3
√

2, z), (4
√

2, 2). Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà
ñëåäóåò, ÷òî âñÿêàÿ òàêàÿ ëîìàííàÿ íå êîðî÷å îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî êîíöåâûå òî÷êè (0, 0)
è (4
√

2, 2), äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 6. Åñëè âçÿòü x = 1/2, y = 6, z = 3/2, òî ëîìàíàÿ öåëèêîì
îêàæåòñÿ íà ýòîì îòðåçêå, è å¼ äëèíà ñîâïàä¼ò ñ 6.

10.6. Äâîå èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó. Ó íèõ åñòü ïëèòêà øîêîëàäà, ðàçäåëåííàÿ
áîðîçäêàìè, ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàì ïëèòêè, íà äîëüêè. Áîðîçäêè ðàçáèâàþò ïëèòêó íà
M âåðòèêàëüíûõ è N ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñîê. Ïåðâûé èãðîê ñâîèì õîäîì ëîìàåò ïëèòêó
âäîëü îäíîé èç áîðîçäîê íà äâå ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè è îòäàåò èõ âòîðîìó. Âòîðîé èãðîê
âûáèðàåò îäíó èç ÷àñòåé, ñúåäàåò åå, à äðóãóþ ëîìàåò ïî áîðîçäêå è îòäàåò ïîëó÷èâøèåñÿ
äâå ÷àñòè ïåðâîìó. Ïåðâûé èãðîê ñúåäàåò îäíó èç ïîëó÷åííûõ ÷àñòåé, à äðóãóþ ëîìàåò è
îòäàåò, è âñå ïîâòîðÿåòñÿ. Ïðîèãðûâàåò òîò, êòî íå ñìîæåò ñäåëàòü õîä. Ïðè êàêèõ M è
N ïåðâûé èãðîê ìîæåò èãðàòü òàê, ÷òîáû âûèãðàòü âíå çàâèñèìîñòè îò äåéñòâèé âòîðîãî
èãðîêà?

Îòâåò: Ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ M, íå ñîâïàäàåò ñ òàêî-
âîé äëÿ N.

Êðèòåðèè

+ ïðàâèëüíîå ðåøåíèå.
+/- ïðàâèëüíûé îòâåò è íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé ïëèòêè 2n×(2m+1),

íî íå îãðàíè÷èâàÿñü èì.
+/2 ðàçîáðàíû ñëó÷àè ïëèòêè 2n× (2m + 1) è 4n× (4m + 2).
+/3 äîêàçàíî, ÷òî ïëèòêà ðàçìåðà 2n× (2m + 1) èëè n× 2n � ïîäõîäÿùàÿ.
-/+ íà÷àòî ïîñòðîåíèå ðàçäåëåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ ðàçìåðîâ ïëèòîê íà âûèãðûøíûå

è ïðîèãðûøíûå; ëèáî òî æå, ÷òî +/3, ñ íåçíà÷èòåëüíûìè íåäî÷åòàìè; ëèáî ðàçîáðàí ñëó÷àé
ïëèòêè n× (2n + 1).

-/. ðàçîáðàíî êîíå÷íîå, áîëüøåå 3, ÷èñëî íåòðèâèàëüíûõ ñëó÷àåâ, âåäóùèõ ê âûèã-
ðûøó; ëèáî ðàçîáðàí ñëó÷àé ïëèòêè 1× 2n.

Ðåøåíèå. Íàçîâåì ïëèòêó ïðîèãðûøíîé, åñëè ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ÷èñëà 2, íà êî-
òîðóþ äåëèòñÿ åå øèðèíà, ñîâïàäàåò ñ ìàêñèìàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñëà 2, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ
åå øèðèíà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèãðûøíóþ ïëèòêó íåëüçÿ ðàçëîìèòü íà äâå ïðîèãðûøíûõ:
äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïëèòêà ñîñòîèò èç äâóõ ïðîèãðûøíûõ ÷àñòåé, òî èõ îáùàÿ ñòîðîíà
èìååò äëèíó 2s(2k + 1), à îñòàâøèåñÿ ñòîðîíû ðàâíû 2s(2m + 1) è 2s(2n + 1), ïîýòîìó âñÿ
ïëèòêà èìååò ðàçìåðû 2s(2k + 1) è 2s+1(m + n + 1) è íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèãðûøíîé.

Åñëè èãðîê ïîëó÷èë ïðîèãðûøíóþ ïëèòêó (â íà÷àëå èãðû) èëè äâå ïðîèãðûøíûå
ïëèòêè (îò ñîïåðíèêà), òî, êàêóþ áû èç íèõ îí íè ñúåë, ïðè ðàçëàìûâàíèè îñòàâøåéñÿ
ïðîèãðûøíîé õîòÿ áû îäèí èç êóñêîâ, êîòîðûå îí îòäàñò ñîïåðíèêó, âûéäåò íåïðîèãðûø-
íûì (ñì. çàìå÷àíèå âûøå). Åñëè æå èãðîê ïîëó÷èë õîòÿ áû îäíó íåïðîèãðûøíóþ ïëèòêó
(â íà÷àëå èãðû èëè îò ñîïåðíèêà), òî åñòü ïëèòêó ðàçìåðà 2s(2k + 1) íà 2t(2m + 1) ïðè
s > t, òî âñåãäà ñìîæåò ðàçëîìèòü åå íà äâå ïðîèãðûøíûõ, îòäåëèâ îò íåå êóñîê ðàçìåðà
2t íà 2t(2m + 1). Íàçîâåì ýòî ïðàâèëî äåëåíèÿ ïëèòêè âûèãðûøíûì.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè èñõîäíàÿ ïëèòêà íå ïðîèãðûøíàÿ, òî ïåðâûé èãðîê êàæäûé õîä
ñìîæåò ïîñòóïàòü ñîãëàñíî âûèãðûøíîìó ïðàâèëó, òàê ÷òî âòîðîé èãðîê âñåãäà áóäåò ïî-
ëó÷àòü îò íåãî òîëüêî ïðîèãðûøíûå ïëèòêè, è ïîýòîìó áóäåò âûíóæäåí îòäàâàòü ïåðâîìó
èãðîêó õîòÿ áû îäíó âûèãðûøíóþ. Ìåíåå ÷åì ÷åðåç M+N õîäîâ ðàçìåð ìàêñèìàëüíîé èç
îòäàâàåìûõ ïëèòîê óïàäåò äî 1 íà 1, è ïàðà ïëèòîê òàêîãî ðàçìåðà äîñòàíåòñÿ âòîðîìó
èãðîêó, ïîòîìó ÷òî îáå îíè ïðîèãðûøíûå. Â ýòîò ìîìåíò âòîðîé èãðîê ïðîèãðàåò.

Àíàëîãè÷íî, åñëè èñõîäíàÿ ïëèòêà áûëà ïðîèãðûøíàÿ, òî ïåðâûé èãðîê êàæäûé
õîä áóäåò îòäàâàòü âòîðîìó õîòÿ áû îäíó íåïðîèãðûøíóþ ïëèòêó, à âòîðîé êàæäûé õîä
ñìîæåò ïðèìåíÿòü âûèãðûøíîå ïðàâèëî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ìåíåå ÷åì ÷åðåç M+N õîäîâ
ïàðó ïëèòîê ðàçìåðà 1 íà 1 ïîëó÷èò ïåðâûé èãðîê è ïðîèãðàåò.

Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî ó êàæäîé ïëèòêè åñòü îäíî èç äâóõ ñâîéñòâ. Ëè-
áî ïëèòêà ÿâëÿåòñÿ âûèãðûøíîé, ëèáî ïðîèãðûøíîé. Âûèãðûøíàÿ ïëèòêà ýòà ïëèòêà,
êîòîðóþ ìîæíî ðàçëîìèòü òàê, ÷òî íåçàâèñèìî îò äåéñòâèé îïïîíåíòà îíà ïðèâåäåò ê ïî-
áåäå ëîìàþùåãî ïëèòêó. Ïðîèãðûøíàÿ - ëþáîé ðàçëîì âåäåò ê ïîðàæåíèþ. Âûèãðûøíàÿ
ïëèòêà ìîæåò áûòü ðàçëîìàíà íà äâå ïðîèãðûøíûõ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ëþáîì ðàçëîìå
ïðîèãðûøíîé õîòÿ áû îäíà èç ïëèòîê îêàæåòñÿ âûèãðûøíîé.

Íà÷íåì ïîèñê âûèãðûøíûõ ïëèòîê. Ïóñòü ïëèòêà èìååò âèä 1×m. Ðàññìîòðè âûèã-
ðûøíûå ïîçèöèè. Ïëèòêà 1× 1 ïðîèãðûøíàÿ, 1× 2 � âûèãðûøíàÿ, 1× 3 � ïðîèãðûøíàÿ,
1×4 ðàçáèâàåòñÿ íà 1×1 è 1×3 è ëîìàþùèé âûèãðûâàåò. Åñëè ïëèòêà 1×m ïðîèãðûøíà,
òî ïëèòêà 1× (m+ 1) âûèãðûøíà, ïîñêîëüêó ðàçáèâàåòñÿ íà êóñî÷êè 1×m è 1× 1. Ïóñòü
1×m � âûèãðûøíàÿ ïëèòêà. Äî m âûèãðûøíûå è ïðîèãðûøíûå ïëèòêè ÷åðåäîâàëèñü, à
çíà÷èò âñå âûèãðûøíûå ïëèòêè èìåþò ÷åòíîå ÷èñëî êâàäðàòèêîâ, è m � ÷åòíî, à m + 1
� íå÷åòíî. Íî íå÷åòíîå ÷èñëî íåëüçÿ ðàçáèòü â ñóììó äâóõ íå÷åòíûõ, ïîýòîìó m + 1 íå
ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïðîèãðûøíûõ ïëèòêè, çíà÷èò îíà ïðîèãðûøíàÿ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ (2l + 1) × 2k ðàáîòàåò òà æå ñòðàòåãèÿ, ÷òî è äëÿ ñëó÷àÿ
1 × 2k. Îòëîìèì êóñî÷åê îò ñòîðîíû 2k. Âòîðîé ïîëó÷èò ïëèòêè (2l + 1) × 1 è (2l + 1) ×
(2k−1). Ïåðâàÿ � ïðîèãðûøíàÿ, ïîýòîìó îí ëîìàåò âòîðóþ, íî ïîñëå ëþáîãî ðàçëîìà õîòÿ
áû îäíà ïëèòêà áóäåò èìåòü ÷åòíóþ ñòîðîíó. Åå âûáèðàåò ïåðâûé è ïîâòîðÿåò äåéñòâèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû, îí âñåãäà ìîæåò ñäåëàòü õîä, îïèñàííûé ñòðàòåãèåé, ñ
äðóãîé ñòîðîíû îí íèêîãäà íå ïîëó÷èò äâå ïëèòêè 1×1 ïîñêîëüêó îíè îáå èìåþò íå÷åòíûå
ñòîðîíû. Ïîïóòíî ìû äîêàçàëè, ÷òî âñå ïëèòêè âèäà (2k + 1)× (2l + 1) � ïðîèãðûøíûå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îáå ñòîðîíû ÷åòíû. Ïóñòü ïëèòêà ðàçìåðîì n×m
âûèãðûøíà (ïðîèãðûøíà). Òîãäà ïëèòêà 2n × 2m òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûèãðûøíîé (ïðîèã-
ðûøíîé).

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî (m+n). Áàçà m+n = 2 è m+n = 3: ïëèòêè
(1, 1) è (2, 2) ïðîèãðûøíûå (ñëó÷àé m + n = 2), à ïëèòêè (1, 2) è (2, 4) âûèãðûøíûå.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: ïóñòü äëÿ âñåõ m + n ≤ k óòâåðæäåíèå âåðíî. Äîêàæåì
äëÿ m + n = k + 1.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé âûèãðûøíîé ïëèòêè. Áåç îãðàíè÷åíèé ìîæåì ñ÷èòàòü
ïåðâûì õîäîì, âåäóùèì ê ïîáåäå äëÿ ïëèòêè (n × m), îòðåçàíèå îò ñòîðîíû n êóñî÷êà
âåëè÷èíû x.Â òàêîì ñëó÷àå ïëèòêà äåëèëàñü íà ÷àñòè x ×m è (n − x) ×m è îáå ïëèòêè
ïðîèãðûøíû. Â íîâîé ïëèòêå îòëîìèì îò 2n êóñî÷åê 2x, ïëèòêà ðàçäåëèòñÿ íà ÷àñòè
ðàçìåðîì 2x×2m è 2(n−x)×2m îíè ïðîïîðöèîíàëüíû x×m è (n−x)×m ñîîòâåòñòâåííî,
à çíà÷èò ïî ïðåäïîëîæåíè èíäóêöèè èìåþò îäèíàêîâûå èñõîäû. Ïëèòêè x×m è (n−x)×m
ïðîèãðûøíû, çíà÷èò è ïëèòêè 2x× 2m è 2(n− x)× 2m òàêæå ïðîèãðûøíû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïðîèãðûøíîé ïëèòêè. Òîãäà ïðè ëþáîì ðàçëîìå ïëèòêè m × n
îäíà èç ïëèòîê ïàðû áóäåò âûèãðûøíîé. Ïóñòü ïåðâûé ðàçäåëèë íîâóþ ïëèòêó íà ÷àñòè
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x × 2m è (2n − x) × 2m. Òîãäà ëèáî x ÷åòíî è x = 2x0, ëèáî x íå÷åòíî. Â ïåðâîì ñëó÷àå
ïîëó÷àþòñÿ ïëèòêè, îáå ñòîðîíû êîòîðûõ ÷åòíû. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíóêöèè èñõîä ó íèõ
òàêîé æå, êàê è â ñëó÷àå x0×m è (n− x0)×m. Ïëèòêè x0×m è (n− x0)×m ïîëó÷àþòñÿ
îòëàìûâàíèåì ÷àñòè x0 îò ïëèòêè n × m. Ïëèòêà n × m ïðîèãðûøíà, à çíà÷èò îäíà èç
ïëèòîê x0 ×m è (n− x0)×m âûèãðûøíà. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àþòñÿ äâå ïëèòêè âèäà
(2k + 1)× 2m, îáå îíè âûèãðûøíû. Èíäóêòèâíûé ïåðåõîä äîêàçàí.

Ïóñòü ïåðâûé èãðîê ïîëó÷àåò ïëèòêó ðàçìåðà 2k1n × 2k2m, ãäå k1 ≤ k2 è ÷èñëà m,n
íå÷åòíû. Èñõîä ïðè èãðå ñ òàêîé ïëèòêîé ñîâïàäàåò ñ èñõîäîì ïðè èãðå ñ ïëèòêîé n ×
2k1−k2m. Èñõîä äëÿ ïëèòêè, ó êîòîðîé îäíà ñòîðîíà íå÷åòíàÿ, îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòíîñòüþ
âòîðîé ñòîðîíû. Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè k1 = k2, òî ïåðâûé ïðîèãðàåò. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ,
ïåðâûé âûèãðûâàåò.
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