
11 êëàññ

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è ïðèâåäåíî óñëîâèå, îòâåò, êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ è ïîëíîå ðåøå-
íèå, à òàêæå, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, äîñòîïðèìå÷àòåëüíûå ðåøåíèÿ, ïðèäóìàííûå ó÷àñòíè-
êàìè îëèìïèàäû. Ïî êàæäîé çàäà÷å îöåíêà �0� ñòàâèëàñü â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ â ÷èñòîâèêå
ñëåäîâ ðàáîòû íàä çàäà÷åé è îòñûëîê ê ÷åðíîâèêó, ïîëîæèòåëüíàÿ îöåíêà �+� ñòàâèëàñü
çà ïîëíîå ðåøåíèå, ïðîìåæóòî÷íûå îöåíêè -/. < -/+ < +/3 < +/2 < +/- < +/. ñòàâè-
ëèñü çà ðåøåíèÿ ñ ïðîáåëàìè èëè îøèáêàìè, ïåðå÷èñëåííûìè â ðàçäåëå �êðèòåðèè�, à
îòðèöàòåëüíàÿ îöåíêà �-� ñòàâèëàñü çà ëþáóþ ðàáîòó íàä çàäà÷åé, íå óäîâëåòâîðÿþùóþ
íèêàêèì èç óêàçàííûõ êðèòåðèåâ (â ÷àñòíîñòè, çà îòâåò áåç êàêîãî-ëèáî îáîñíîâàíèÿ).
Ëþáûå äðóãèå çíàêè îöåíîê, êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå, îçíà÷àþò �-�.

11.1. Íàéäèòå âñå öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ (x, y) óðàâíåíèÿ 3x2 − y2 = 3x+y è äîêà-
æèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

Îòâåò: (1, 0), (3, 0), (−2, 3), (−6, 9).
Êðèòåðèè

+/- ïîòåðÿíû 1 èëè 2 ðåøåíèÿ èç-çà íåïðèíöèïèàëüíûõ (âû÷èñëèòåëüíûõ) îøèáîê.
+/- íàéäåíû âñå ðåøåíèÿ. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ñîäåðæèò íåçíà-

÷èòåëüíûå ïðîáåëû.
+/2 íàéäåíû 3 ðåøåíèÿ. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ñîäåðæèò íåçíà÷è-

òåëüíûå ïðîáåëû.
-/+ íàéäåíû 2 èëè 1 ðåøåíèå. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé ñîäåðæèò

íåçíà÷èòåëüíûå ïðîáåëû.
-/+ íàéäåíû 3 èëè 4 ðåøåíèÿ. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé íåïîëíî.
-/+ íå íàéäåíî íè îäíîãî ðåøåíèÿ, íî ïðèâåäåíû ðàññóæäåíèÿ, ñâîäÿùèå çàäà÷ó ê

ïåðåáîðó êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ.
-/. íàéäåíû 1 èëè 2 ðåøåíèÿ. Îáîñíîâàíèå îòñóòñòâèÿ äðóãèõ ðåøåíèé íåïîëíî.
Ðåøåíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî x+y > 0, ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ � öåëîå ÷èñëî,

à çíà÷èò, è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü öåëûì ÷èñëîì. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæå-
íèå y = −x ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîìó ðàâåíñòâó 2x2 = 1, ïîýòîìó x + y > 0.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: (1) � x äåëèòñÿ íà 3 â íå ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì y, è (2) � â
ìåíüøåé.

1) Â ýòîì ñëó÷àå x = 3su è y = 3sv, ãäå s, u è v � öåëûå ÷èñëà, s ≥ 0, ïðè÷åì v íå
äåëèòñÿ íà òðè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè x è y â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

32s(3u2 − v2) = 33s(u+v).

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà 32s, íî íå íà 32s+1, à ïðàâàÿ � íà
33s(u+v), íî íå íà 33s(u+v)+1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ñòåïåíåé: 2s = 3s(u + v). Òàê êàê â íåì
u + v > 0, è 3s = (1 + 2)s = 1 + 2s + . . . > 2s, ýòî ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.

2) Â ýòîì ñëó÷àå x = 3su è y = 3s+1v, ãäå s, u è v � öåëûå ÷èñëà, s ≥ 0, ïðè÷åì u íå
äåëèòñÿ íà òðè. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè x è y â óðàâíåíèå, ïîëó÷èì:

32s+1(u2 − 3v2) = 33s(u+3v) (3)

Òàê êàê ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3) äåëèòñÿ íà 32s+1, íî íå íà 32s+2, à ïðàâàÿ � íà 33s(u+3v), íî
íå íà 33s(u+3v)+1, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî ñòåïåíåé: 2s+1 = 3s(u+3v). Òàê êàê â íåì u+3v > 0,
è

3s = (1 + 2)s = 1 + 2s + 22 · s(s− 1)

2
. . . > 2s + 1
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ïðè s > 1, ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè s = 0 èëè s = 1, ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ
u + 3v = 1. Êðîìå òîãî, èç (3) ñëåäóåò, ÷òî u2 − 3v2 = 1. Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà u = 1 − 3v,
íàõîäèì, ÷òî v = 0 èëè v = 1. Òàê êàê è s, è v ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèå 0 èëè 1,
ïîëó÷àåì èç ôîðìóë x = 3s(1− 3v) è y = 3s+1v ÷åòûðå óêàçàííûõ îòâåòà.

Ðåøåíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî x+y > 0, ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ � öåëîå ÷èñëî,
à çíà÷èò, è ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü öåëûì ÷èñëîì. Áîëåå òîãî, ïðåäïîëîæå-
íèå y = −x ïðèâîäèò ê íåâîçìîæíîìó ðàâåíñòâó 2x2 = 1, ïîýòîìó x + y > 0.

Ïîëàãàÿ t = x+y è ïîäñòàâëÿÿ x = t−y â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî t êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

2y2 − 6ty + 3t2 − 3t = 0 (4)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé y. Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç D äèñêðèìèíàíò ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì
D/4 = 3t2+2·3t. Èç ôîðìóëû êîðíåé êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå
ìîæåò èìåòü öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå ëèøü òîãäà, êîãäà D/4 � êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà.
Ïóñòü t = 3ks, ãäå k ≥ 0 è s > 0 � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì s íå äåëèòñÿ íà 3. Òîãäà D/4 =
32k+1s2 + 2 · 3t.

Åñëè 2k + 1 < t, òî D/4 = 32k+1(s2 + 2 · 3t−(2k+1)) äåëèòñÿ íà 32k+1, íî íå íà 32k+2

è ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà. Ñëåäîâàòåëüíî, 2k + 1 ≥ t. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, èç ôîðìóëû áèíîìà ïîëó÷àåì

t = 3ks = (1 + 2)ks = (1 + 2k + · · · )s ≥ 1 + 2k,

ïðè÷åì ïðè s > 1 èëè ïðè k > 1 íåðàâåíñòâî áóäåò ñòðîãèì. Ñëåäîâàòåëüíî, s = 1 è
k ðàâíî ëèáî 0, ëèáî 1. Åñëè k = 0, òî t = 1 è óðàâíåíèå (4) èìååò ðåøåíèÿ y = 0 è
y = 3; åñëè æå k = 1, òî t = 3 è óðàâíåíèå (4) èìååò ðåøåíèÿ y = 0 è y = 9. Âñïîìè-
íàÿ, ÷òî x = t− y, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:
(1, 0), (−2, 3), (3, 0), (−6, 9).

11.2. Òðèíîìîì ñòåïåíè p íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà f(x) = xp + axq + 1, ãäå p, q �
íàòóðàëüíûå ÷èñëà, q < p, è a � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî (áûòü ìîæåò, ðàâíîå 0).
Íàéäèòå âñå ïàðû òðèíîìîâ, êîòîðûå äàþò â ïðîèçâåäåíèè òðèíîì ñòåïåíè 15.

Îòâåò: (1 + x5)(1− x5 + x10), (1− x3 + x9)(1 + x3 + x6), (1− x6 + x9)(1 + x3 + x6).
Êðèòåðèè

îöåíêà +/- ñòàâèëàñü çà ðàáîòó, â êîòîðîé ïîíÿòíî îïèñàí òîò èëè èíîé êîíå÷íûé
íàáîð àëüòåðíàòèâíûõ âàðèàíòîâ äëÿ òðèíîìîâ-ñîìíîæèòåëåé (ñ ïîëíûì äîêàçàòåëüñòâîì
íåðåàëèçóåìîñòè âñåõ îòáðàñûâàåìûõ ñëó÷àåâ), è á�îëüøàÿ ÷àñòü ýòèõ àëüòåðíàòèâíûõ âà-
ðèàíòîâ ïîëíîñòüþ ðàçîáðàíà, îäíàêî, îäèí èç âàðèàíòîâ áûë ðàññìîòðåí ñ îøèáêîé â
âû÷èñëåíèÿõ è/èëè íå äîâåä¼í äî êîíöà èëè íå ðàññìîòðåí âîâñå, ÷òî ïðèâåëî àâòîðà
ðàáîòû ê ïîòåðå ðåøåíèé.

îöåíêà +/2 ñòàâèëàñü çà ðàáîòó, â êîòîðîé äàí ïîëíîñòüþ âåðíûé îòâåò, íàéäåííûé
ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå ñóùåñòâåííî ñóæàþò ïåðåáîð, íî
ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðûõ â ðàáîòå íå äîêàçàíà; òèïè÷íûå ïðèìåðû òàêèõ äîïóùåíèé: áåç
äîêàçàòåëüñòâà ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäíèå êîýôôèöèåíòû òðèíîìîâ ìîãóò ïðèíèìàòü òîëüêî
çíà÷åíèÿ 0, +1 è -1, èëè áåç äîêàçàòåëüñòâà ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäíèå ïîêàçàòåëè òðèíîìîâ-
ìíîæèòåëåé íàöåëî äåëÿò èõ ñòàðøèå ïîêàçàòåëè, è ò.ï.

îöåíêà -/+ ñòàâèëàñü çà ðàáîòó, â êîòîðîé ïðèâåäåíû ßÂÍÛÅ ïðèìåðû èñêîìûõ òðè-
íîìîâ, îäíàêî â öåëîì îòâåò äàí íåâåðíûé (íàéäåíû íå âñå òðèíîìû èëè óêàçàíî íåñêîëüêî
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ëèøíèõ ïàð, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ - íå òðèíîì), ïðè÷¼ì ïîëó÷åí ýòîò îòâåò ëèáî èñõîäÿ
èç äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå ñóùåñòâåííî ñóæàþò ïåðåáîð, íî â ðàáîòå íå
äîêàçûâàþòñÿ (êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå), ëèáî ïóò¼ì ïåðåáîðà ëèøü ìàëîé ÷àñòè è èç
äîâîëüíîãî áîëüøîãî ÷èñëà âîçíèêàþùèõ â ðàáîòå ïîòåíöèàëüíûõ âàðèàíòîâ.

îöåíêà �-� ñòàâèëàñü âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà â ðàáîòå áûëî õîòü ÷òî-òî
íàïèñàíî ïî ïîâîäó ýòîé çàäà÷è; â ÷àñòíîñòè, �-� áûë ïîñòàâëåí çà âñå ðàáîòû, ñîäåð-
æàâøèå îäèí îòâåò (ïóñòü è ïðàâèëüíûé), íî íå ñîäåðæàâøèå íèêàêèõ îáúÿñíåíèé åãî
ïðîèñõîæäåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü

(xp + axq + 1)(xr + bxs + 1) = x15 + cxt + 1. (∗)

Â ÷àñòíîñòè, ðàâíû ìîíîìû ñòàðøåé ñòåïåíè â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ: xp+r = x15.
Òàê êàê p + r = 15, òî p 6= r.

Ïðåæäå âñåãî, èññëåäóåì, ñêîëüêî ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ a, b ìîæåò áûòü íóëåâûõ.
Åñëè áû áûëî a = b = 0, òî âñëåäñòâèå p 6= r ïðîèçâåäåíèå (xp+1)(xr+1) = xp+r+xp+xr+1
íå ÿâëÿëîñü áû òðèíîìîì. Ïîýòîìó ëèáî a, ëèáî b íå ðàâíî íóëþ (ïåðâûé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ
êî âòîðîìó ñìåíîé îáîçíà÷åíèé).

Åñëè a = 0 è b 6= 0, òî ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â ðàâåíñòâå (∗) ïîëó÷èì bxp+s + xp +
xr + bxs = cxt. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè áû ñòåïåíè ìîíîìîâ xp è xs íå áûëè ðàâíû, òî îáà ýòèõ
ìîíîìà âõîäèëè áû â ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåí-
òàìè (ïîòîìó ÷òî èõ ñòåïåíè íå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ ñòåïåíÿì îñòàëüíûõ ìîíîìîâ â ëåâîé
÷àñòè), ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû âèäó ïðàâîé ÷àñòè. Ïîýòîìó p = s, è àíàëîãè÷íî p + s = r.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èâøååñÿ ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä (1 + b)(xp + x2p) = cxt, ÷òî ìîæåò
èìåòü ìåñòî òîëüêî ïðè b = −1 è c = 0. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ðàâåíñòâî (∗) ïðèíèìàåò âèä
(xp + 1)(x2p − xp + 1) = x15 + 1, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè p = 5.

Íàêîíåö, ïðåäïîëîæèì, ÷òî a è b íåíóëåâûå. Ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â ðàâåíñòâå (∗)
ïîëó÷èì

bxp+s + xp + axq+r + abxq+s + axq + xr + bxs = cxt.

Çàìåòèì, ÷òî, åñëè áû ñòåïåíè ìîíîìîâ xq è xs íå áûëè ðàâíû, òî îäèí èç íèõ (ñ ìåíüøåé
ñòåïåíüþ) âõîäèë áû â ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì
(ïîòîìó ÷òî åãî ñòåïåíü íå ìîãëà áû ðàâíÿòüñÿ ñòåïåíÿì îñòàëüíûõ ìîíîìîâ â ëåâîé ÷à-
ñòè). Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è ïðî ïàðó ìîíîìîâ axq+r è bxp+s. Òàêèì îáðàçîì, ëèáî ìîíîìû
xq è xs èìåþò ðàâíûå ñòåïåíè, ëèáî ìîíîìû axq+r è bxp+s èìåþò ðàâíûå ñòåïåíè, ïðè÷åì
ýòè ñëó÷àè èñêëþ÷àþò äðóã äðóãà, òàê êàê èíà÷å ìû ïîëó÷èëè áû p = r.

Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî q = s è q+ r > p+ s. Îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé q+ r = p+ s ñâîäèòñÿ
ê ýòîìó ñëó÷àþ çàìåíîé x = 1/y â ðàâåíñòâå (∗) è åãî äîìíîæåíèåì íà y15 è ïîýòîìó äàåò
îòâåò, ïîëó÷àþùèéñÿ èç îòâåòà â ïåðâîì ñëó÷àå òàêîé æå çàìåíîé.

Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ r > p, è ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî ïðèíèìàåò âèä

axr+q + bxp+q + xr + xp + abx2q + (a + b)xq = cxt.

Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñòåïåíü ìîíîìà xr+q áîëüøå, ÷åì ó îñòàëüíûõ, ïîýòîìó îí íå
ìîæåò ñ íèìè ñîêðàòèòüñÿ. Çíà÷èò, axr+q = cxt, è bxp+q + xr + xp + abx2q + (a + b)xq = 0.
Àíàëîãè÷íî, ñòåïåíü xq ìåíüøå, ÷åì ó îñòàëüíûõ ìîíîìîâ, ïîýòîìó îí íå ìîæåò ñ íèìè
ñîêðàòèòüñÿ. Çíà÷èò, a + b = 0, è −axp+q + xr + xp − a2x2q = 0. Çàìåòèì, ÷òî, åñëè áû
ñòåïåíè ìîíîìîâ xp è x2q íå áûëè ðàâíû, òî îáà ýòèõ ìîíîìà âõîäèëè áû â ëåâóþ ÷àñòü
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ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè (ïîòîìó ÷òî èõ ñòåïåíè íå ìîãóò
ðàâíÿòüñÿ ñòåïåíÿì îñòàëüíûõ ìîíîìîâ â ëåâîé ÷àñòè), ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû âèäó ïðàâîé
÷àñòè. Ïîýòîìó p = 2q, è, àíàëîãè÷íî, p + q = r. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî
ïðèíèìàåò âèä (1−a)xr+(1−a2)xp = 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè a = 1. Â ýòèõ óñëîâèÿõ
óðàâíåíèå (∗) ïðèíèìàåò âèä (x2q +xq +1)(x3q−xq +1) = x15 +x4q +1, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïðè
q = 3. Çàìåíîé x = 1/y è äîìíîæåíèåì íà y15 èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ îñòàâøèéñÿ
îòâåò.

Äëÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è 3 èç çàäàíèÿ 9 êëàññà ìû ïðèâåëè ðåøåíèå, îñíîâàííîå íà
äðóãîé èäåå.

11.3. Óëèòêà, èìåþùàÿ ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü 40 ñì/÷, íà÷àëà ïîëçòè ïî öèëèíäðè-
÷åñêîé êîëîííå èç òî÷êè À. Êàæäûå 15 ìèíóò îíà ïîâîðà÷èâàëà ïîî÷åðåäíî òî âëåâî, òî
âïðàâî íà 90o, à âñå îñòàëüíîå âðåìÿ ïîëçëà ïðÿìî. (Óãëû è äëèíû èçìåðÿþòñÿ íà ïëîñêîé
ðàçâåðòêå êîëîííû, ñì. ðèñóíîê.) ×åðåç 1 ÷àñ 45 ìèíóò ïîñëå íà÷àëà ïóòåøåñòâèÿ óëèòêà
çàìåòèëà, ÷òî ñíîâà îêàçàëàñü â òî÷êå À, à ÷åðåç 12,5 ÷àñîâ ïîñëå íà÷àëà ïóòåøåñòâèÿ
çàõîòåëà âåðíóòüñÿ â òî÷êó À ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè, óæå íèêóäà íå ñâîðà÷èâàÿ. Êàêîå
ðàññòîÿíèå åé ïðèäåòñÿ ïðîïîëçòè?

Îòâåò: 50 ñì.
Êðèòåðèè

+/. ïîëíîå ðåøåíèå ñî ñëåäóþùèì íåäî÷¼òîì: íå äîêàçàíî, ÷òî êðàò÷àéøèé îòðåçîê
íà ðàçâ¼ðòêå áóäåò òàêîâûì è íà öèëèíäðå.

+/- ïîëíîå ðåøåíèå ñ íåñóùåñòâåííûì íåäî÷¼òîì (íàïðèìåð, ñ àðèôìåòè÷åñêîé îøèá-
êîé).

+/2 ðåøåíèå ñ ñóùåñòâåííûì ïðîáåëîì.
-/+ ïîêàçàíî, ÷òî ñïóñòÿ 1÷45ì ïîñëå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ â òî÷êó A óëèòêà â ýòó

òî÷êó íå ïðèä¼ò.
Èëëþñòðàöèÿ ïðàâèëüíîãî îòâåòà.Íà ðàçâåðòêå, îáîðà÷èâàþùåé öèëèíäð íåêî-

òîðîå ÷èñëî ðàç (êðàòíîå, íî íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîå ñåìè), ïîêàçàíû: êðàñíûå òî÷êè �
íåêîòîðûå èçîáðàæåíèÿ òî÷êè A íà ðàçâåðòêå, âåðòèêàëüíûå êðàñíûå ëèíèè � èçîáðàæå-
íèÿ îáðàçóþùåé öèëèíäðà, êðàñíûé ïóòü � ïóòü óëèòêè çà ïåðâûå 1÷45ì, ñèíèé ïóòü �
äàëüíåéøèé ïóòü óëèòêè (â ÷àñòíîñòè, îíà áîëüøå íè ðàçó íå ïîïàäåò â òî÷êó A).

Ðåøåíèå. Ïóñòü v � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå óëèòêè (A) íà ðàç-
âåðòêå êîëîííû ñ å¼ ïîëîæåíèåì íà ðàçâ¼ðòêå ÷åðåç 15 ìèíóò. Ïî óñëîâèþ, äëèíà âåêòîðà
v ðàâíà 10 ñàíòèìåòðîâ. Ïóñòü u � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ïîëîæåíèå óëèòêè ÷åðåç 15 ìèíóò
ñ ïîëîæåíèåì ÷åðåç 30 ìèíóò. Îí èìååò òó æå ñàìóþ äëèíó è ïåðïåíäèêóëÿðåí v.

Ïî óñëîâèþ, êîãäà óëèòêà ñìåñòèòñÿ íà 4v + 3u, ïðîèçîéä¼ò öåëîå ÷èñëî îáîðîòîâ
âîêðóã êîëîííû. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð 4u − 3v ïåðïåíäèêóëÿðåí 4v + 3u, ïîòîìó ÷òî èõ
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî (4u − 3v) · (4v + 4u) = 12(u · u − v · v) = 12(|u|2 − |v|2) =
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0. Ïîýòîìó ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ âåêòîðó 4u − 3v íà ðàçâåðòêå, ÿâëÿåòñÿ îáðàçóþùåé
öèëèíäðà. Òàêæå çàìåòèì, ÷òî äëèíà âåêòîðà 4u − 3v ðàâíà 50 ñàíòèìåòðîâ, òàê êàê åãî
ñêàëÿðíûé êâàäðàò ðàâåí (4u− 3v) · (4u− 3v) = 16u · u + 9v · v = 2500.

×åðåç 12,5 ÷àñîâ óëèòêà ñìåñòèòñÿ ïî ðçàâåðòêå êîëîííû íà âåêòîð 25u + 25v =
7(4v + 3u) + (4u − 3v), ïîýòîìó îêàæåòñÿ íà îäíîé îáðàçóþùåé öèëèíäðà ñ òî÷êîé A, è
ðàñòîÿíèå ïî ýòîé îáðàçóþùåé îò òî÷êè A áóäåò ðàâíî äëèíå âåêòîðà 4u − 3v, òî åñòü 50
ñàíòèìåòðîâ.

11.4. Âìåñòî êðåñòèêîâ â âûðàæåíèå × · × + × · × + . . . + × · × (50 ñëàãàåìûõ)
ðàññòàâèëè ÷èñëà 1, . . . , 100, êàæäîå ïî îäíîìó ðàçó. Êàêîå ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå?

Îòâåò: 169150, 85850.
Êðèòåðèè

Îöåíêà âûñòàâëÿëàñü â çàâèñèìîñòè îò ñóììû ïðîäâèæåíèé â òðåõ íàïðàâëåíèÿõ,
ñîñòàâëÿþùèõ ïîëíîå ðåøåíèå: óãàäàòü òðåáóåìûå ðàññòàíîâêè ÷èñåë, îáîñíîâàòü ìàêñè-
ìàëüíîñòü è ìèíèìàëüíîñòü ïîëó÷èâøèõñÿ âûðàæåíèé, âû÷èñëèòü ýòè âûðàæåíèÿ.

Óãàäûâàíèå: 0 � óãàäàíà íå áîëåå ÷åì îäíà èç ðàññòàíîâîê, 1 � óãàäàíû îáå.
Îáîñíîâàíèå: 0 � îáîñíîâàíèå íåâåðíî, îòñóòñòâóåò èëè îïèðàåòñÿ òîëüêî íà �òðàíñ-

íåðàâåíñòâî� áåç äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé.
1 � Äëÿ 4-õ ÷èñåë a < b < c < d äîêàçàíî, ÷òî ab+ cd è ad+ bc � ìàêñèìóì è ìèíèìóì

ñîîòâåòñòâåííî, äàëåå ïåðåõîä ê ñëó÷àþ 100 ÷èñåë ëèáî îòñóòñòâóåò, ëèáî çàìåí¼í ñëîâîì
�àíàëîãè÷íî�, ëèáî íåâåðíûé.

2 � îáîñíîâàíèå ñ íåçíà÷èòåëüíûì ïðîáåëîì.
3 � ïîëíîå îáîñíîâàíèå.
Âû÷èñëåíèå: 0 � ×èñëåííûå îòâåòû ëèáî íå ïîëó÷åíû, ëèáî ïîëó÷åíû íåâåðíî è

ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ïðàâèëüíûõ (îòêëîíåíèå êàæäîãî îòâåòà îò ïðàâèëüíîãî áîëüøå
1000).

1 � ×èñëåííûé îòâåò õîòÿ áû äëÿ îäíîé ðàññòàíîâêè ïîëó÷åí è îòëè÷àåòñÿ îò ïðà-
âèëüíîãî íå áîëüøå ÷åì íà 1000.

2 � Ïîëó÷åíû îáà ÷èñëåííûõ îòâåòà, ñóììàðíîå îòêëîíåíèå îò ïðàâèëüíûõ íå áîëüøå
1000.

3 � Ïîëó÷åíû ïðàâèëüíî áåç îøèáîê îáà ÷èñëåííûõ îòâåòà.
Îöåíêà â çàâèñèìîñòè îò ñóììû ïðîäâèæåíèé â òðåõ óêàçàííûõ íàïðàâëåíèÿõ:
0 1 2 3 4 5 6 7
- -/. -/+ +/2 +/- +/. +/. +
Ðåøåíèå. Ïóñòü a < b < c < d� öåëûå ÷èñëà. Çàìåòèì, ÷òî ab+cd > ac+bd > ad+bc.

Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ ðàñêðûòèåì ñêîáîê â íåðàâåíñòâå (d−a)(c− b) > 0, âòîðîå
� â íåðàâåíñòâå (b− a)(d− c) > 0.

Òîãäà âñÿêîé ðàññòàíîâêå ÷èñåë ñî ñëàãàåìûì âèäà ab+cd èëè ac+bd ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü ìåíüøåå çíà÷åíèå, ïîäñòàâèâ â ýòî ìåñòî ad+bc. Âîçüì¼ì ðàññòàíîâêó ñ ìèíèìàëüíûì
çíà÷åíèåì, è ðàññìîòðèì ñîìíîæèòåëü ÷èñëà 1. Åñëè îí íå ðàâåí 100, òî ÷åòâ¼ðêà ÷èñåë èç
1, 100 è èõ ñîìíîæèòåëåé èìååò âèä ab+ cd èëè ac+ bd, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè
çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëàãàåìîå 1 · 100. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ñîìíîæèòåëü 2
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàâåí 99 è òàê äàëåå. Ïîëó÷àåì ñóììó 1 ·100+2 ·99+ · · ·+50 ·51, ðàâíóþ

50∑
n=1

n · (101− n) = 101

(
50∑
n=1

n

)
−

50∑
n=1

n2
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû äëÿ ñóììû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ñóììû ïîñëåäîâàòåëüíûõ
êâàäðàòîâ, ïîëó÷èì, ÷òî îíà ðàâíà

101 · 50 · 51

2
− 50 · 51 · (2 · 50 + 1)

6
= 85850

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêîé ðàññòàíîâêå ÷èñåë ñî ñëàãàåìûì âèäà ad + bc èëè ac + bd
ìîæíî ñîïîñòàâèòü áîëüøåå çíà÷åíèå, ïîäñòàâèâ â ýòî ìåñòî ab+ cd. Âîçüì¼ì ðàññòàíîâêó
ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì, è ðàññìîòðèì ñîìíîæèòåëü ÷èñëà 1. Åñëè îí íå ðàâåí 2, òî
÷åòâ¼ðêà ÷èñåë èç 1, 2 è èõ ñîìíîæèòåëåé èìååò âèä ad+ bc èëè ac+ bd, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìàêñèìàëüíîñòè çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëàãàåìîå 1 · 2. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî,
ñîìíîæèòåëü 3 ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðàâåí 4 è òàê äàëåå. Ïîëó÷àåì ñóììó 1·2+3·4+· · ·+99·100,
ðàâíóþ

50∑
n=1

(2n− 1) · 2n = 4

(
50∑
n=1

n2

)
− 2

(
50∑
n=1

n

)
= 4 · 50 · 51 · (2 · 50 + 1)

6
− 2 · 50 · 51

2
= 169150.

Âòîðîé ñïîñîá (ïðåäëîæåí ó÷àñòíèêîì îëèìïèàäû)
Ïóñòü A = 12 + 22 + · · ·+ 1002, B = x1y1 + · · ·+x50y50 - ðàññòàíîâêà èç óñëîâèÿ çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü

A− 2B = (x1 − y1)
2 + · · ·+ (x50 − y50)

2.

Ïîñêîëüêó A - ïîñòîÿííîå ÷èñëî, B áóäåò ìàêñèìàëüíî ïðè ìèíèìàëüíîì A−2B. Ïîñêîëü-
êó â êàæäîé ñêîáêå ñòîèò ðàçíîñòü äâóõ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, A− 2B ≥ 50, è
ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàññòàíîâêå xi = 2i− 1, yi = 2i. Ñëåäîâàòåëüíî

A− 2Bmax = 50⇒ Bmax =
A− 50

2
=

1

2

(
100 · 101 · 201

6
− 50

)
= 169150.

Ðàññìîòðèì ñóììó:
A + 2B = (x1 + y1)

2 + · · ·+ (x50 + y50)
2.

B ìèíèìàëüíî ïðè ìèíèìàëüíîì A + 2B. Èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì
è ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì ñëåäóåò

A + 2B ≥ 50

(
x1 + y1 + · · ·+ x50 + y50

50

)2

= 50 · 1012.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âñå ñëàãàåìûå (xi + yi) ðàâíû, ò.å. êîãäà xi = i, yi = 101− i.
Ñëåäîâàòåëüíî

A + 2Bmin = 50 · 1012 ⇒ Bmin =
1

2

(
50 · 1012 − 100 · 101 · 201

6

)
= 85850.

11.5. Ïóñòü x, y è z � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå
ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå

√
1 + x2 +

√
1 + (x− y)2 +

√
1 + (y − z)2 +

√
1 + (3− z)2?

Îáîñíóéòå ñâîé îòâåò.
Îòâåò: 5.
Êðèòåðèè
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+/. ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå ìèíèìóìà è ïîëíîå ðåøåíèå ñ îäíèì èç äâóõ íåäî÷åòîâ:
áåç îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà, ëèáî ñ íåïðàâèëüíûì óêàçàíèåì çíà÷åíèé ïå-
ðåìåííûõ, äàþùèõ ìèíèìóì.

+/- ïðàâèëüíûé îòâåò è ðåøåíèå ñ äðóãèì íåñóùåñòâåííûì ïðîáåëîì â îáîñíîâàíèè.
+/2 ïðàâèëüíîå ðåøåíèå, íî îòâåò íåâåðíûé.
-/+ íåâåðíûé îòâåò è ðåøåíèå ñ íåñóùåñòâåííûì ïðîáåëîì â îáîñíîâàíèè, ëèáî ïðà-

âèëüíûé îòâåò è íåïîëíîå ðåøåíèå.
-/. íåâåðíûé îòâåò ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ñîäåðæàòåëüíîé îøèáêè â ðåøåíèè, ëèáî

ïðàâèëüíûé îòâåò ñ âåðíûì, íî íåäîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì â êà÷åñòâå îáîñíîâàíèÿ.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî óêàçàííîå â çàäà÷å âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ äëèíîé ëîìàíîé

ñ óçëàìè â òî÷êàõ (0, 0), (1, x), (2, y), (3, z), (4, 3). Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò,
÷òî âñÿêàÿ òàêàÿ ëîìàííàÿ íå êîðî÷å îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî êîíöåâûå òî÷êè (0, 0) è (4, 3),
äëèíà êîòîðîãî ðàâíà 5. Åñëè âçÿòü x = 3/4, y = 6/4, z = 9/4, òî ëîìàíàÿ öåëèêîì îêàæåòñÿ
íà ýòîì îòðåçêå, è å¼ äëèíà ñîâïàä¼ò ñ 5.

11.6. Äàíû äâà âûñîêèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ñòàêàíà ðàäèóñîâ r è R, r < R. Øèðîêèé
ïîñòàâèëè íà ãîðèçîíòàëüíûé ñòîë, à óçêèé âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè ïîìåùàþò íà íåãî
òàê, ÷òî îí îïèðàåòñÿ íà êðîìêó øèðîêîãî äâóìÿ òî÷êàìè ñâîåé êðîìêè è îäíîé òî÷êîé
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñóíîê). Îïèøèòå ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà,
â êîòîðûõ ìîæåò ïðè ýòîì îêàçàòüñÿ âåðõíÿÿ òî÷êà êðîìêè óçêîãî ñòàêàíà, ñîïðèêàñàþ-
ùåéñÿ ñ øèðîêèì.

Îòâåò: ÃÌÒ � áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà, ó êîòîðîãî îñü è ðàäèóñ òå æå, ÷òî è ó íèæ-
íåãî ñòàêàíà, íèæíåå îñíîâàíèå ñîâïàäàåò ñ êðîìêîé íèæíåãî ñòàêàíà, à âåðõíåå îñíîâàíèå
2r âûøå íèæíåãî.

Êðèòåðèè

+/. ïðàâèëüíî äîêàçàíî, ÷òî òî÷êè ëåæàò íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, ïðîäîë-
æàþùåé áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü íèæíåãî ñòàêàíà. Îò ÷èñòîãî ïëþñà îöåíêà îòëè÷àåòñÿ íà-
ëè÷èåì îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ íåäî÷åòîâ òèïà: íå äîêàçàíà ñèììåòðè÷íîñòü êîíôèãóðàöèè
ñòàêàíîâ; íå óêàçàíà èëè íåïðàâèëüíî óêàçàíà íèæíÿÿ ãðàíèöà ÃÌÒ; íå ïîñòðîåíî ïîëî-
æåíèå âåðõíåãî ñòàêàíà, îáåñïå÷èâàþùåå ëþáóþ çàäàííóþ òî÷êó â ÃÌÒ, ëèáî äëÿ òàêîãî
ïîëîæåíèÿ íå äîêàçàíî, ÷òî âåðõíèé è íèæíèé ñòàêàí ïåðåñåêàþòñÿ ïî òðåì òî÷êàì.

+/- òî æå, íî ñ íåñóùåñòâåííûìè ïðîáåëàìè â äîêàçàòåëüñòâå.
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-/+ ïîïûòêà ïðàâèëüíûõ âû÷èñëåíèé, íå äîâåäåííàÿ äî êîíöà.
-/. ñêàçàíî áåç îáîñíîâàíèé, ÷òî îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü, ïðî-

äîëæàþùàÿ áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü íèæíåãî ñòàêàíà.
Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî èñêîìàÿ òî÷êà ëåæèò íà öèëèíäðå, ÿâëÿþùåìñÿ ïðîäîëæå-

íèåì áîêîâîé ïîâåðõíîñòè íèæíåãî ñòàêàíà. Îáîçíà÷èì îáùèå òî÷êè êðîìîê äâóõ ñòàêàíîâ
÷åðåç S è S ′. Çàìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïëîñêîñòü Π, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà
SS ′ ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó, ñîäåðæèò îñè ñèììåòðèè êàæäîãî èç ñòàêàíîâ. Äåéñòâèòåëü-
íî, äëÿ êàæäîãî èç ñòàêàíîâ ïåðåñå÷åíèå Π ñ ïëîñêîñòüþ îêðóæíîñòè�êðîìêè ÿâëÿåòñÿ
äèàìåòðîì ýòîé îêðóæíîñòè, òî åñòü ñîäåðæèò åå öåíòð. Êðîìå òîãî, ïëîñêîñòü Π ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè êðîìêè, ïîýòîìó ñîäåðæèò îñü ñèììåòðèè ñòàêàíà. Çàìåòèì, ÷òî
îáùàÿ òî÷êà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè âåðõíåãî ñòàêàíà è êðîìêè íèæíåãî ñòàêàíà P ëåæèò
â Π, èíà÷å áû ñèììåòðè÷íàÿ åé îòíîñèòåëüíî Π òî÷êà òàêæå áûëà îáùåé äëÿ âåðõíåãî
è íèæíåãî ñòàêàíà, ïðîòèâîðå÷à óñëîâèþ. Àíàëîãè÷íî, èñêîìàÿ òî÷êà Q òàêæå ëåæèò â
Π. Îáîçíà÷èì îñòàâøèåñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Π ñ êðîìêàìè âåðõíåãî è íèæíåãî ñòàêàíà
÷åðåç Q′ è P ′ ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñåé ñèììåòðèè ñòàêàíîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì ñôåðó ñ öåíòðîì â òî÷êå O è ðàäèóñîì OS. Íà ýòîé ñôåðå ëåæàò îêðóæíîñòè �
êðîìêè êàæäîãî èç ñòàêàíîâ. Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè P, P ′, Q,Q′, S, S ′ ëåæàò íà íàøåé
ñôåðå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K è L ïðîåêöèè òî÷åê P è Q, ñîîòâåòñòâåííî, íà îñü âåðõíåãî ñòàêà-
íà. Èç ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ OKP è OLQ ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà O ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé
îòðåçêà PQ, òî åñòü P è Q � äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ñôåðû. Ïîýòîìó îíè
ðàâíîóäàëåíû îò îñè íèæíåãî ñòàêàíà, òî åñòü òî÷êà Q ëåæèò íà öèëèíäðå, ÿâëÿþùåì-
ñÿ ïðîäîëæåíèåì áîêîâîé ïîâåðõíîñòè íèæíåãî ñòàêàíà. ßñíî, ÷òî âûñîòà òî÷êè Q íàä
ïëîñêîñòüþ êðîìêè íèæíåãî ñòàêàíà ìåíüøå 2r.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîé òî÷êè Q íà ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, âûñîòà h êîòîðîé
íàä ïëîñêîñòüþ êðîìêè íèæíåãî ñòàêàíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 < h < 2r, âîçüìåì
íà îñè íèæíåãî ñòàêàíà òî÷êó O, âûñîòà êîòîðîé íàä ïëîñêîñòüþ êðîìêè íèæíåãî ñòàêàíà
ðàâíà h/2. Òîãäà ñôåðà ðàäèóñà OQ ñ öåíòðîì â òî÷êå O ñîäåðæèò êðîìêó íèæíåãî ñòà-
êàíà, ïðè÷åì òî÷êà P , äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíàÿ òî÷êå Q, ëåæèò íà ýòîé êðîìêå.
Ïðîâåäåì ïëîñêîñòü Π ÷åðåç îñü íèæíåãî ñòàêàíà è òî÷êó Q, è ïðîâåäåì â ïëîñêîñòè Π
ïðÿìóþ l ÷åðåç òî÷êó O òàê, ÷òîáû åå ðàññòîÿíèå äî òî÷êè P (à, ñëåäîâàòåëüíî, è äî òî÷-
êè Q) ðàâíÿëîñü r, ïðè÷åì áëèæàéøàÿ ê òî÷êå P òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ l ñî ñôåðîé ëåæàëà
âûøå êðîìêè. Ïðèíèìàÿ l çà îñü âåðõíåãî ñòàêàíà, ïîëó÷àåì ðàñïîëîæåíèå ñòàêàíîâ, óäî-
âëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, êðîìêà âåðõíåãî ñòàêàíà, èìåþùàÿ ñâîåé
âåðõíåé òî÷êîé Q, ïåðåñåêàåò íà ñôåðå êðîìêó íèæíåãî ñòàêàíà â äâóõ òî÷êàõ S è S ′ (ýòî
ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âûñîòà Q íàä íèæíåé êðîìêîé ìåíüøå 2r). Äðóãèõ æå îáùèõ òî÷åê,
êðîìå P , S è S ′, ñòàêàíû íå èìåþò, ïîñêîëüêó íèæíèé ñòàêàí ðàñïîëîæåí âíå ñôåðû, à
÷àñòü âåðõíåãî ñòàêàíà, íå âîçâûøàþùàÿñÿ íàä êðîìêîé íèæíåãî, � âíóòðè.
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