
Îëèìïèàäà äëÿ ñòóäåíòîâ è âûïóñêíèêîâ âóçîâ�2013 ã.

Êðèòåðèè îöåíêè

Íàïðàâëåíèå ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿

Ïðîôèëü: ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿

Âðåìÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèé 3 ÷àñà.

Ïðè îöåíêå ó÷èòûâàëèñü ðåøåíèÿ òåõ 5 çàäà÷ èç 10, ïî êîòîðûì áûëî äî-

ñòèãíóòî íàèáîëüøåå ïðîäâèæåíèå. Ïðàâèëüíîå è ïîëíîå ðåøåíèå êàæäîé èç

ýòèõ çàäà÷ îöåíèâàåòñÿ â 20 áàëëîâ.

Ïðè îöåíêå êàæäîé çàäà÷è íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ è ïðèâåäåííûå ïîëåçíûå

ìàòåìàòè÷åñêèå ôàêòû îöåíèâàëèñü â 1 èëè 2 áàëëà, ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ñ

íåçíà÷èòåëüíûìè àðèôìåòè÷åñêèìè îøèáêàìè èëè îïèñêàìè � â 18 èëè 19 áàë-

ëîâ. Ïîäðîáíûå êðèòåðèè îöåíêè ïî êàæäîé çàäà÷å ïðèâåäåíû íèæå.

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç ñòóäåí÷åñêîé ãðóïïû â 20 ÷åëîâåê ìîæíî âûáðàòü 5
òàê, ÷òîáû íèêàêèå äâà èç âûáðàííûõ íå áûëè áû ñîñåäÿìè â àëôàâèòíîì ñïèñêå
ãðóïïû?

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî âàæíî ëèøü òî, â êàêîì ïîðÿäêå ñëåäóþò äðóã çà äðóãîì 5
âûáðàííûõ è 15 íåâûáðàííûõ ñòðîê â ñïèñêå. Ðàññìîòðèì 15 íåâûáðàííûõ. Íàäî
ìåæäó íèìè âñòàâèòü 5 âûáðàííûõ òàê, ÷òîáû 2 âûáðàííûõ íå ñòîÿëè ðÿäîì.
Ìåñò äëÿ ýòîãî 16: äî ïåðâîãî, ìåæäó 1 è 2, ... , ïîñëå 15. Èç ýòèõ 16 ìåñò íóæíî
âûáðàòü 5, â êîòîðûå âñòàâèì âûáðàííûõ ëþäåé. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò ðàâåí C5

16.
Äðóãîå ðåøåíèå. Ïóñòü x1, . . . , x5 � íîìåðà âûáðàííûõ ñòóäåíòîâ (â àëôàâèò-

íîì ñïèñêå). Òîãäà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÷èñëà y1 = x1, y2 = x2 − x1, . . . ,
y5 = x5 − x4, y6 = 22 − x5. Çäåñü y1 ≥ 1 è yi ≥ 2 ïðè i = 2, . . . , 6, à ñóììà ýòèõ
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÷èñåë ðàâíà 22. Åñëè îáîçíà÷èòü z1 = y1 è zi = yi − 1 ≥ 1 ïðè i = 2, . . . , 6, òî
ïîëó÷àåì, ÷òî íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

z1 + . . .+ z6 = 17.

Êàê èçâåñòíî, ýòî ÷èñëî ðàâíî C5
16.

Êðèòåðèè îöåíêè. Èñïîëüçîâàíèå ñèìâîëà Cn
m ñ íåâåðíûìè çíàå÷íèÿìè m è

n: 1 áàëë.

2. Íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, ãäå
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Ïî òåîðåìå î äâóõ ìèëèöèîíåðàõ, ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìûé ïðåäåë ðàâåí
√
15.

Â ðåøåíèè èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî

(
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√

5/3− 1

2

) 2
n
√

5/3−1

< e, ïîëó÷àåìîå

èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè (1 + x)1/x, à òàêæå îäèí èç çàìå÷àòåëüíûõ ïðåäåëîâ:

lim
n→∞

n
√

5/3− 1

1/n
= ln (5/3).

Êðèòåðèè îöåíêè. Âåðíîå íà÷àëî ðåøåíèÿ ñ îøèáêîé â ôîðìóëå äëÿ ïðåäåëà
äëÿ ex: 7 áàëëîâ.
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Âåðíûé îòâåò (
√
15) è äîêàçàííîé íåðàâåíñòâî "îòâåò ≥

√
15": 10 áàëëîâ.

Îøèáêà â äèôôåðåíöèðîâàíèè â ïðàâèëå Ëîïèòàëÿ: 7 áàëëîâ.

3. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A(x) =
[a, [b,x]] â ïðîñòðàíñòâå R3, ãäå a,b � íåêîòîðûå âåêòîðà èç ïðîñòðàíñòâà R3

(êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷àåòñÿ, êàê îáû÷íî, âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå). Ïðè
êàêèõ a è b ýòîò îïåðàòîð áóäåò èìåòü òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ
âåêòîðà?

Ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x � ñîáñòâåííûé âåêòîð äàííîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ. Òàê êàê λx = A(x) = [a, [b,x]] = b(a,x)−x(a,b),
ïîëó÷àåì

(λ+ (a,b))x = b(a,x).

Òîãäà ëèáî âåêòîðû x è b ïàðàëëåëüíû, ëèáî îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà
íóëåâûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî

l = {x = tb|t ∈ R},

ñîñòîÿùåå èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ îïåðàòîðà A ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ1 = 0
(ò.ê. A(tb) = t[a, [b,b]] = 0) è íóëåâîãî âåêòîðà. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî
âåêòîð x è ÷èñëî λ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (a,x) = 0 è λ + (a,b) = 0:
âñå òàêèå âåêòîðû x ñîñòàâëÿþò äâóìåðíîå ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî

L = {x|x ⊥ a},

îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ2 = −(a,b). Áîëüøå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ
ó íàøåãî îïåðàòîðà íåò.

Åñëè a ⊥ b, òî λ2 = 0 = λ1, ò.å. l ⊂ L, è ó îïåðàòîðà A íàéäåòñÿ íå áîëåå
äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Åñëè æå ýòî íå òàê, ò.å. åñëè
(a,b) 6= 0, òî íàéäåòñÿ òðè òàêèõ âåêòîðà: îäèí â l è äâà â L.

Êðèòåðèè îöåíêè. Óêàçàíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0 è ïîëó÷åíî óðàâíåíèå
äëÿ îñòàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé: 7 áàëëîâ.
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Ïðîïóùåíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ = 0: 18 áàëëîâ.

4. Òðè èçáèðàòåëÿ äîëæíû âûáðàòü îäíó èç òðåõ àëüòåðíàòèâ. Ïðåäïî÷òåíèÿ
êàæäîãî èç íèõ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ëèíåéíîãî ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå èç òðåõ
àëüòåðíàòèâ. Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ � îòíîñèòåëüíîå áîëüøèíñòâî, ò.å. àëü-
òåðíàòèâà a ñ÷èòàåòñÿ ëó÷øå b, åñëè òàê ñ÷èòàåò êàê ìèíèìóì äâà ÷åëîâåêà. Ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî èçáèðàòåëè äîãîâîðèëèñü, åñëè íàøëàñü àëüòåðíàòèâà x, êîòîðàÿ ëó÷-
øå êàæäîé èç äâóõ îñòàâøèõñÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïî÷òåíèÿ èçáèðàòåëåé ñëó÷àéíû, ðàâíîâåðîÿòíû (ò.å.
âåðîÿòíîñòè âñåõ ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ ðàâíû) è íåçàâèñèìû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ó÷àñòíèêè äîãîâîðÿòñÿ.

Ðåøåíèå. Ïðîùå ïîñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçáèðàòåëè íå äîãîâîðÿòñÿ.
Ýòî âîçìîæíî òîëüêî åñëè â êîëëåêòèâíîì ðåøåíèè ïîëó÷èëñÿ öèêë a > b >

c > a. Äëÿ ýòîãî ïðåäïî÷òåíèÿ èçáèðàòåëÿ 1 ìîãóò áûòü ëþáûìè (íàïðèìåð,
a > b > c), íî ïðåäïî÷òåíèÿ âòîðîãî äîëæíû áûòü öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé
ïðåäïî÷òåíèé ïåðâîãî, ò.å. òîëüêî 2 âàðèàíòà. Ïðåäïî÷òåíèÿ 3-ãî â ýòîì ñëó÷àå
çàäàþòñÿ îäíîçíà÷íî. Èòàê, îòâåò:

1− 3! · 2
3!3!3!

= 1− 1

18
=

17

18
.

Êðèòåðèè îöåíêè. Âû÷èñëåíî ÷èñëî ëèíåéíûõ ïîðÿäêîâ: 1 áàëë.
Óêàçàíî, ÷òî äîãîâîðÿòñÿ, êîãäà íàèëó÷øèå àëüòåðíàòèâû ñîâïàäóò ó âñåõ èç-

áèðàòåëåé: 2 áàëëà.
Ðàñ÷åòû ÷èñëà âàðèàíòîâ, äàþùèõ òàêîå ñîâïàäåíèå: 5 áàëëîâ.
Äîêàçàíî, ÷òî èçáèðàòåëè íå äîãîâîðÿòñÿ, åñëè ìàæîðèòàðíûé ãðàô öèêëè÷å-

ñêèé: 10 áàëëîâ.

5. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë

π∫
0

x sin2n x

sin2n x+ cos2nx
dx, n ∈ N.
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Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f(x) =
sin2n x

sin2n x+ cos2n x
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî
f(x) = f(π − x).

Ïðîèçâîäÿ ñîîòâåòñòâóþùèå çàìåíû ïåðåìåííîé â ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíè-
ÿõ, ïîëó÷àåì:

π∫
0

x·f(x) dx =

π/2∫
0

x·f(x) dx+
π∫

π/2

x·f(x) dx =

π∫
π/2

(
(π−x)+x

)
·f(x) dx = π

π∫
π/2

f(x) dx =

= π

3π/4∫
π/2

f(x) dx+ π

π∫
3π/4

f(x) dx = π

π∫
3π/4

(
f

(
3π

2
− x
)
+ f(x)

)
dx =

π2

4
.

Êðèòåðèè îöåíêè. Èíòåãðàë âû÷èñëåí ëèøü äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé n: 5
áàëëîâ.

Èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ ðàçáèò ïîñåðåäèíå íà äâà, èíòåãðàë ðàçáèò íà ñîîò-
âåòñòâóþùèå ñëàãàåìûå: 5 áàëëîâ.

6. Êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà A è íåíóëåâûå âåêòîðû�ñòîëáöû b è c óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì Ab = b+ c è Ac = c. Èçâåñòíî, êðîìå òîãî, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí
3. Äîêàæèòå, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç äâóõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
íåèçâåñòíûì âåêòîðîì x

Ax = b+ x

è
Ax = 2x

íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð c � ñîáñòâåííûé ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
λ = 1, à âåêòîð b � ïðèñîåäèíåííûé ê íåìó (ò.å. îí ÿâëÿåòñÿ êîðíåâûì âåê-
òîðîì âûñîòû 1 ñ òåì æå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
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íåíóëåâîé âåêòîð x0, óäîâëåâîðÿþùèé óñëîâèþ

Ax0 = b+ x0.

Òîãäà x0 � êîðíåâîé âåêòîð, ïðèñîåäèíåííûé ê b, ò.å. êîðíåâîé âåêòîð âûñî-
òû 2 ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ âåêòîðîâ îçíà÷àåò, ÷òî
æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöû A ñîäåðæèò êëåòêó íå ìåíåå ÷åì òðåòüåãî ïîðÿäêà ñ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì 1. Ïîñêîëüêó rkA = 3, âñå îñòàëüíûå æîðäàíîâû êëåòêè
â ýòîé ôîðìå íóëåâûå. Ïîýòîìó ó ìàòðèöû A íåò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, êðîìå 1 è
0. Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî 2 íå ÿâëÿåòñÿ åå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, ïîýòîìó óðàâíåíèå

Ax = 2x

íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé.

Êðèòåðèè îöåíêè. Çàìå÷åíî, ÷òî c è/èëè x èç âòîðîé ñèñòåìû � ñîáñòâåííûå
âåêòîðà: 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî îäèí è òîò æå íåíóëåâîé âåêòîð x íå ìîæåò áûòü ðåøåíèåì
îáåèõ ñèñòåì: 1 áàëë.

7. Âû÷èñëèòåëüíûé êëàñòåð ñîñòîèò èç 360 ñåðâåðîâ, íîðìàòèâíûé ñðîê ñëóæáû
êîòîðûõ 12 ìåñÿöåâ. Ñåðâåðà èíîãäà ñîâåðøåííî ñëó÷àéíî çàâèñàþò. Ïðè ïåðâîì
çàâèñàíèè ñåðâåð ïåðåçàãðóæàþò, à ïðè ïîâòîðíîì ñðàçó çàìåíÿþò íîâûì. Çà ãîä
â êëàñòåðå ôèêñèðóåòñÿ â ñðåäíåì 120 çàâèñàíèé.

à) Íàéäèòå äèñïåðñèþ êîëè÷åñòâà çàâèñàíèé â òå÷åíèå ãîäà.
á) Íàéäèòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîëè÷åñòâà äîñðî÷íî ñïèñàííûõ ñåðâå-

ðîâ â òå÷åíèå ãîäà.

Ðåøåíèå. Ïðîöåññ çàâèñàíèé ñåðâåðà ïóàññîíîâñêèé (ò.å. ïðîñòåéøèé � îðäè-
íàðíûé, ñòàöèîíàðíûé, íåçàâèñèìûé). Ñóììà ïóàññîíîâñêèõ ïîòîêîâ � ïóàññî-
íîâñêèé ïîòîê, îòêóäà ïðîöåññ çàâèñàíèé â ñóïåðêîìïüþòåðå òîæå ïóàññîíîâñêèé.
Ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Pn =
An

n!
e−A,
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ãäå A � ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ñîáûòèé çà åäèíèöó âðåìåíè. Äëÿ êëàñòåðà çà ãîä A =
120. Äëÿ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äèñïåðñèÿ ðàâíà ñðåäíåìó çíà÷åíèþ,
ò.å. D = 120.

Á) Ðàññìîòðèì Ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ çàâèñàíèé íà îäíîì ñåðâåðå. Òóò A =
1/3. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî ñïèñàíèé ñ îäíîé ñåðâåðíîé ïîëêè çà ãîä ðàâíî

M0 = 1 ·
(
A2

2!
e−A +

A3

3!
e−A
)
+ 2 ·

(
A4

4!
e−A +

A5

5!
e−A
)
+ . . .

(ïðè 2 è 3 çàâèñàíèÿõ � îäèí ñïèñàííûé ñåðâåð, ïðè 4 è 5 � äâà è ò.ä.). Ïîëó÷àåì

M0 = e−A

( ∞∑
n=1

n
A2n

(2n)!
+
∞∑
n=1

n
A2n+1

(2n+ 1)!

)
=
e−A

2

( ∞∑
n=1

2nA2n

(2n)!
+
∞∑
n=1

2nA2n+1

(2n+ 1)!

)
=

=
e−A

2

( ∞∑
k=1

kAk+1

k!
−
∞∑
n=1

A2n+1

(2n+ 1)!

)
=
e−A

2

(
A(eA − 1)− (shA− A)

)
=
(
A− e−A shA

)
/2,

ãäå shA = (eA − e−A)/2 � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñèíóñ. Îáùåå êîëè÷åñòâî ñïèñàíèé
ðàâíî

M =M0 · 360 = 360(1/3− (1/2)(1− e−2/3))/2 ≈ 16.2,

òî åñòü ïðèìåðíî 16 ñåðâåðîâ ñïèñàíî äîñðî÷íî.

Êðèòåðèè îöåíêè. À, ïîëíîå ðåøåíèå: 7 áàëëîâ.
Á, ïîëíîå ðåøåíèå: 13 áàëëîâ.
Óêàçàíà âåðîÿòíîñòü (1/3) çàâèñàíèÿ îäíîãî ñåðâåðà â òå÷åíèå ãîäà: 1 áàëë.
Óêàçàíî, ÷òî ýòî ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà: 3 áàëëà. Âû÷èñëåí åãî ïàðàìåòð: 4

áàëëà.

8. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x, y) = 2x2 + 3y2

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 
x+ 2y ≤ 8,
3x+ 5y ≤ 17,
x, y ≥ 0.
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Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ, åå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå â
äàííîé îáëàñòè åñòü f(0, 0) = 0. Ïîñêîëüêó è ôóíêöèÿ, îáëàñòü âûïóêëû, òî ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè. Ýòà ãðàíèöà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáúåäèíåíèå ïðÿìûõ îòðåçêîâ. Ââèäó âûïóêëîñòè, ìàêñèìóì ôóíêöèè f íà
êàæäîì èç îòðåçêîâ äîñòèãàåòñÿ â îäíîì èç åãî êîíöîâ. Ïîýòîìó ìàêñèìóì ôóíê-
öèè ïî âñåé îáëàñòè äîñòèãàåòñÿ â âåðøèíàõ îãðàíè÷èâàþùåãî åå ìíîãîóãîëüíèêà.
Ïîñêîëüêó îòðåçîê ïðÿìîé 3x+ 5y = 17, çàêëþ÷åííûé â ïåðâîì êâàäðàíòå, ïðî-
õîäèò íèæå ïðÿìîé x+2y = 8 (ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü, âû÷èñëèâ òî÷êè ïåðåñåíèÿ ñ
îñÿìè), ýòà îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, 17/5)
è (17/3, 0). Çíà÷èò, èñêîìîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàâíî

max{f(0, 0), f(0, 17/5), f(17/3, 0)} = f(17/3, 0) = 578/9 ≈ 64.2.

Äðóãîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è îñíîâûâàåòñÿ íà òåîðåìå Êóíà�Òàêêåðà.

Êðèòåðèè îöåíêè. Ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü � òðåóãîëüíèê: 1 áàëë.
Ïîêàçàíî, ÷òî ìèíèìóì ðàâåí íóëþ: 2 áàëëà.
Ñäåëàí ïåðåáîð âåðøèí áåç îáîñíîâàíèÿ, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî: 5 áàëëîâ; îáîñ-

íîâàíî ïðè ýòîì, ÷òî ìèíèìóì ðàâåí 0: 7 áàëëîâ.
Ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî îáåèì ïåðåìåííûì è ÷òî åå

ýêñòðåìóì äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè: 10 áàëëîâ.

9.Øàðîîáðàçíàÿ àìåáà îáúåìîì V ïîïàëà â ïèòàòåëüíûé 40%-é ðàñòâîð ãëþêîçû.
Ñêîðîñòü âñàñûâàíèÿ ðàñòâîðà ÷åðåç åäèíèöó ïîâåðõíîñòè ïðîïîðöèîíàëüíà ðàç-
íîñòè êîíöåíòðàöèé ãëþêîçû ñíàðóæè è âíóòðè ñ êîýôôèöèåíòîì k > 0. Êàêèõ
ðàçìåðîâ äîñòèãíåò àìåáà (èëè åå ðàçîðâåò), åñëè ñ÷èòàòü íà÷àëüíóþ êîíöåíòðà-
öèþ âíóòðè àìåáû íóëåâîé? Õèìè÷åñêèìè, áèîëîãè÷åñêèìè è ïðî÷èìè ïðîöåñ-
ñàìè (çà èñêëþ÷åíèåì âñàñûâàíèÿ ðàñòâîðà è ðàñòÿæåíèÿ) ïðåäëàãàåòñÿ ïðåíå-
áðå÷ü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü v(t) � îáúåì àìåáû â ìîìåíò âðåìåíè t, òàê ÷òî v(0) = V .
Òîãäà ðàçíîñòü êîíöåíòðàöèé ñíàðóæè è âíóòðè ðàâíà

40%− (v(t)− V ) · 40%
v(t)

=
V · 40%
v(t)

.
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Ïî ôîðìóëàì îáúåìà è ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè øàðà, èìååì

v(t) = (4/3)πR3 è S = 4πR2,

îòêóäà
S =

3
√
36πv(t)2/3.

Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dv

dt
= k

3
√
36πv(t)2/3 · 0.4V

v(t)
,

èëè
v̇ = Cv−1/3,

ãäå C = 0.4 3
√
36πkV . Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

v(t) = ((4/3)Ct+ C0)
3/4 ,

ãäå èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ v(0) = V ïîëó÷àåì C0 = V 4/3. Â ÷àñòíîñòè,

lim
t→∞

v(t) = +∞,

òàê ÷òî àìåáó ðàçîðâåò.
Îáùèå êðèåòðèè íå ïðèìåíÿëèñü.

10. Íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G (áåç êðàòíûõ ðåáåð, íî, âîçìîæíî, ñ ïåòëÿìè)
îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k èç êàæäîé âåðøèíû
â êàæäóþ âåäåò ðîâíî 2013 ïóòåé äëèíû k. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ýòîò ãðàô
ýéëåðîâ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü A� ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè ãðàôàG (ò.å. êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà
ïîðÿäêà n, ðàâíîãî êîëè÷åñòâó âåðøèí ãðàôà òàêàÿ, ÷òî åå ýëåìåíò aij ðàâåí
êîëè÷åñòâó ðåáåð ñ êîíöàìè â i-é è j-é âåðøèíàõ). Òîãäà êîëè÷åñòâî ïóòåé äëèíû
k èç i-é âåðøèíû â j-þ ðàâíî, êàê èçâåñòíî, ýëåìåíòó ñ êîîîðäèíàòàìè (i, j) â
ìàòðèöå Ak, ò.å.

Ak = 2013

 1 . . . 1
... . . . ...
1 . . . 1

 .

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò ¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿ 9



Îëèìïèàäà äëÿ ñòóäåíòîâ è âûïóñêíèêîâ âóçîâ�2013 ã.

Â ÷àñòíîñòè, ðàíã ìàòðèöû Ak ðàâåí 1. Òàê êàê ãðàô G íåîðèåíòèðîâàííûé, åãî
ìàòðèöà èíöèäåíòíîñòè A ñèììåòðè÷åñêàÿ, ïîýòîìó

rkA = rkAk = 1.

Òàê êàê ìàòðèöà A ñîñòîèò èç íóëåé è åäèíèö, äàííîå óñëîâèå íà ðàíã îáîçíà÷à-
åò, ÷òî âñå íåíóëåâûå ñòðîêè ìàòðèöû A îäèíàêîâûå. Òàê êàê ãðàô ñâÿçíûé, òî
íóëåâûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ â ýòîé ìàòðèöå íåò, ïîýòîìó

A =

 1 . . . 1
... . . . ...
1 . . . 1

 .

Çíà÷èò, G � ïîëíûé ãðàô ïîðÿäêà n ñ îäíîêðàòíûìè ïåòëÿìè â êàæäîé âåðøèíå.
Òîãäà ÷èñëî ïóòåé äëèíû k èç i-é âåðøèíû â j-þ ðàâíî nk−1. Èìååì nk−1 = 2013,
òàê ÷òî n íå÷åòíî (òî÷íåå, n = 2013 è k = 2). Ïîýòîìó êàæäàÿ âåðøèíà èìååò
÷åòíóþ ñòåïåíü (à èìåííî, 2014), è ãðàô ýéëåðîâ.

Êðèòåðèè îöåíêè. Óêàçàí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ýéëåðîâà öèêëà: 2 áàëëà.
Óêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïóòåé äëèíû k èç i-é âåðøèíû â j-þ ðàâíî ýëåìåíòó

ñ êîîîðäèíàòàìè (i, j) â ìàòðèöå Ak: 5 áàëëîâ.
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