
Çà êàæäîå ðåøåíèå âûñòàâëÿåòñÿ ïåðâè÷íàÿ îöåíêà â âèäå îäíîãî èç ñëåäóþùèõ
çíàêîâ: (+), (+.), (+/�), (+/2), (�/+), (�.), (�), (0), êîòîðàÿ çàòåì ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ â
èòîãîâóþ îöåíêó � îò 0 äî 20 áàëëîâ. Âî âñåõ çàäà÷àõ ïåðâè÷íàÿ îöåíêà (0) ñòàâèòñÿ
çà îòñóòñòâèå â áåëîâèêå òåêñòà ðåøåíèÿ, îöåíêà (-) ñòàâèòñÿ, åñëè òåêñò ðåøåíèÿ íå
ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå êðèòåðèåâ.

1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàíî ìíîæåñòâî òî÷åê, çàäàííîå óðàâíåíèåì
x = y2. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 5 ñ öåíòðîì â òî÷êå (11; 1) ïåðåñåêàåò ýòî ìíîæåñòâî
â òî÷êàõ A,B,C è D. Äîêàæèòå, ÷òî âñå òî÷êè A,B,C,D ëåæàò íà îäíîé ïàðàáîëå,
ò.å. íà êðèâîé, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì y = ax2 + bx + c, è íàéäèòå óðàâíåíèå ýòîé
ïàðàáîëû.

Îòâåò. y = 1
2x

2 − 21
2 x+ 97

2 .

Ðåøåíèå. Êîîðäèíàòû òî÷åê A,B,C,D ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû{
y2 = x
(x− 11)2 + (y − 1)2 = 25.

(1)

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè âî âòîðîì óðàâíåíèè è ïîäñòàâëÿÿ y2 èç ïåðâîãî, ïîëó÷àåì

x2 − 22x+ 121 + x− 2y + 1 = 25⇒ y =
1

2
x2 − 21

2
x+

97

2
. (2)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (2) ïîëó÷åíî êàê ñëåäñòâèå ñèñòåìû (1), ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû
(1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2). Â ÷àñòíîñòè êîîðäèíàòû òî÷åê A,B,C,D ÿâëÿ-
þòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2), ò.å. ïàðàáîëà, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì (2), ïðîõîäèò
÷åðåç òî÷êè A,B,C,D.

Êðèòåðèè.

(�.) Ïðàâèëüíî âûïèñàíî óðàâíåíèå îêðóæíîñòè.
(�/+) Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíî âåðíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, îäíàêî çàòåì íàïè-

ñàíû ëèøíèå è íåêîððåêòíûå ðàññóæäåíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê íåâåðíîìó îòâåòó.
(+/2) Îòâåò âåðíûé, îáîñíîâàíèÿ íåò,

èëè

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóæíàÿ ïàðàáîëà ñóùåñòâóåò, íàéäåíû òîëüêî äâà èç
êîýôôèöèåíòîâ a,b,c. Ñóùåñòâîâàíèå ïàðàáîëû ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè íå äî-
êàçàíî.

(+/�) Ïîëó÷åí âåðíûé îòâåò ïðè ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íóæíàÿ ïàðàáîëà ñóùåñòâóåò,
îäíàêî åå ñóùåñòâîâàíèå ëèáî íå äîêàçàíî, ëèáî äîêàçàíî ñ ñóùåñòâåííûìè
ïðîáåëàìè,
èëè

óðàâíåíèå x = y2 çàìåíåíî íà óðàâíåíèå
√
x = y, äðóãèõ íåäî÷åòîâ íåò, îòâåò

âåðíûé,
èëè

äîêàçàíî, ÷òî òî÷êè A,B,C,D ëåæàò íà îäíîé ïàðàáîëå, çàäàâàåìîé óðàâíå-
íèåì y = ax2 + bx+ c, îäíàêî êîýôôèöèåíòû a, b, c íå íàéäåíû.

(+.) Àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà â ïðàâèëüíîì ðåøåíèè.
(+) Â îòâåòå ÿâíî âûïèñàíî ïðàâèëüíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû, è ïðèâåäåíî êîð-

ðåêòíîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî ýòà ïàðàáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A,B,C,D.
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2. ×åðåç âåðøèíû ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà ïðîâåäåíû 6 ðàçëè÷íûõ ïàðàëëåëü-
íûõ ïðÿìûõ. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýòèìè
ïðÿìûìè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè?

Îòâåò. Ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCDEF � ïðîèçâîëüíûé ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Ïðîâåä¼ì
ïðÿìóþ mA ÷åðåç âåðøèíó A è òî÷êó G � ñåðåäèíó ñòîðîíû BC. ×åðåç îñòàëüíûå
âåðøèíû ïðîâåä¼ì ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå mA. Îáîçíà÷èì ýòè ïðÿìûå mB, mC ....
Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû DS, CR, BP , CQ (ñì. ðèñóíîê).

Áóäåì îáîçíà÷àòü ρ(x, y) ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè x è y. Ïóñòü ρ(mA,mB) = d.
Òîãäà:

BG = CG⇒ BP = CQ⇒ ρ(mA,mC) = ρ(mA,mB) = d,

ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà øåñòèóãîëüíèêà ïðÿìûå mA,mB,mC ïåðåõî-
äÿò ñîîòâåòñòâåííî â mD,mE ,mF , îòêóäà ρ(mD,mE) = ρ(mD,mF ) = d,

4FCR ∼ 4EDS, FC = 2ED ⇒ ρ(mC ,mF ) = CR = 2DS = 2d.

Ñäåëàåì òåïåðü ãîìîòåòèþ ñ êîýôôèöèåíòîì 1
d , (èíà÷å ãîâîðÿ âûáåðåì ñòîðîíó

øåñòèóãîëüíèêà òàê, ÷òîáû d = 1). Òîãäà

ρ(mD,mE) = ρ(mD,mF ) = ρ(mA,mC) = ρ(mA,mB) = 1, ρ(mF ,mC) = 2,

ò.å. âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðÿìûìè � öåëûå ÷èñëà.

Êðèòåðèè.

(�.) Ïðàâèëüíûé îòâåò, ñîïðîâîæäàåìûé ïðàâèëüíûì ðèñóíêîì (ñ ÿâíûì óêàçà-
íèåì ðàâíûõ èëè ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêîâ),
èëè

óêàçàíî, ÷òî êàêèå-òî äâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðÿìûìè, ñèììåòðè÷íûìè îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðà øåñòèóãîëüíèêà, ìîæíî ñäåëàòü îäíîâðåìåííî öåëûìè.

(�/+) Äîêàçàíî, ÷òî äâà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íåñèììåòðè÷íûìè ïàðàìè ïðÿìûõ ìîæ-
íî ñäåëàòü îäíîâðåìåííî öåëûìè.

(+/2) Âåðíûé õîä ðåøåíèÿ ñ ëîãè÷åñêèìè îøèáêàìè èëè íåäîñòàòî÷íûìè îáîñíîâà-
íèÿìè, íå ïîâëèÿâøèìè íà îòâåò.

(+/�) Âåðíûé õîä ðåøåíèÿ ñ àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêîé, íå ïîâëèÿâøåé íà îòâåò.
(+.) Âåðíîå ðåøåíèå ñ íåçíà÷èòåëüíûìè íåäî÷¼òàìè.
(+) Âåðíîå ðåøåíèå.



3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: a1, a2 � ïðîèçâîëüíûå äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè n ≥ 3 ÷èñëî an ðàâíî íàèìåíüøåìó èç ÷èñåë |ai − aj |, 1 ≤
i < j ≤ n − 1. Íàïðèìåð, åñëè a1 = 6, a2 = 19

2 , òî ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
6, 19

2 ,
7
2 ,

5
2 , 1, 1, 0, 0, 0 . . . . Ïðè íåêîòîðîì âûáîðå a1, a2 ïîëó÷èëàñü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü, â êîòîðîé a10 = 1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå a3 â òàêîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Sn � ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë |ai−aj |, 1 ≤ i < j ≤ n−1, n ≥ 3. Òîãäà
an åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî èç ìíîæåñòâà Sn. Ïîñêîëüêó Sn ⊂ Sn+1, òî an ≥ an+1, ò.å.
íà÷èíàÿ ñ a3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåñòðîãî óáûâàþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî a9 ≥ a10 = 1.
Äàëåå èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóåò a10 ≤ |a8 − a9| = a8 − a9 ⇒ a8 ≥
a9 + a10 ≥ 2. Àíàëîãè÷íî a7 ≥ a8 + a9 ≥ 2 + 1 = 3, a6 ≥ a7 + a8 ≥ 3 + 2 = 5, . . . , a3 ≥
a4 + a5 ≥ 13 + 8 = 21. Ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, åñëè âçÿòü a1 = 55, a2 = 34.

Êðèòåðèè.

(�.) Ñòðîãî äîêàçàíî, ÷òî an ≥ an+1 ïðè n ≥ 3.
(�/+) Îòâåò + íåïîëíûé ïðèìåð: ñêàçàíî, ÷òî min(a3) = 21, è äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

âûïèñàíû âñå ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êðîìå a1, a2.
(+/2) îòâåò+ïðèìåð (âêëþ÷àÿ a1, a2),

èëè

äîêàçàíî, ÷òî a3 ≥ 21, íî ïðè ýòîì áåç äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçîâàíî, ÷òî
an ≥ an+1, ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ a3 = 21 îòñóòñòâóåò,
èëè

îòâåò + íåïîëíûé ïðèìåð (áåç a1, a2) + ñóùåñòâåííûå ïðîäâèæåíèÿ â îáîñ-
íîâàíèè ìèíèìàëüíîñòè.

(+/�) Ñòðîãî áåç íåäî÷¼òîâ äîêàçàíî, ÷òî a3 ≥ 21, ïðèìåð îòñóòñòâóåò,
èëè

îòâåò + ïðèìåð (âêëþ÷àÿ a1, a2) + îáîñíîâàíèå ìèíèìàëüíîñòè ñ íåáîëüøèìè
ïðîáåëàìè.

(+.) Ëîãè÷åñêè âåðíîå è çàêîí÷åííîå ðåøåíèå ñ îòñóòñòâèåì êàêèõ-ëèáî íåäî÷¼òîâ
êðîìå ñëåäóþùèõ:
� íåïîëíûé ïðèìåð (íå âûïèñàíû ÿâíî a1, a2),
� èñïîëüçóåòñÿ áåç äîêàçàòåëüñòâà òîò ôàêò, ÷òî an ≥ an+1 ïðè n ≥ 3,
� äîïóùåíà àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà ïðè âû÷èñëåíèè a3.

(+) Ñòðîãî áåç íåäî÷¼òîâ äîêàçàíî, ÷òî a3 ≥ 21, è ÿâíî âûïèñàíû a1, a2, ïðè
êîòîðûõ a3 = 21.



4. Ìíîãîãðàííèê âïèñàí â ñôåðó ðàäèóñà R, à åãî îáúåì ÷èñëåííî ðàâåí ïëîùàäè åãî
ïîâåðõíîñòè.

a. Äîêàæèòå, ÷òî R > 3.
b. Ìîæåò ëè R áûòü áîëüøå 1000?

Ðåøåíèå.

Ðåøåíèå ïóíêòà a:

Ïóñòü O � öåíòð ñôåðû, S � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà, V � åãî îáú¼ì.
Ïðîíóìåðóåì ãðàíè ìíîãîãðàííèêà ÷èñëàìè îò 1 äî n. Äëÿ êàæäîãî i ìîæíî îáðàçî-
âàòü ïèðàìèäó ñ âåðøèíîé O è îñíîâàíèåì, ñîâïàäàþùèì ñ i-òîé ãðàíüþ ìíîãîãðàí-
íèêà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Vi îáú¼ì òàêîé ïèðàìèäû, ÷åðåç Si � ïëîùàäü îñíîâàíèÿ, hi
� âûñîòà, îïóùåííàÿ èç O íà îñíîâàíèå. Òîãäà

V ≤
n∑
i=1

Vi =
n∑
i=1

1

3
hiSi <

n∑
i=1

1

3
RSi =

1

3
RS.

Òàê êàê V = S, ïîëó÷àåì, ÷òî 1 < 1
3R⇒ R > 3.

Ðåøåíèå ïóíêòà b:

Ìîæåò. Âîçüì¼ì ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä 3000×3000×x. Îí âïèñàí â ñôåðó,
î÷åâèäíî, å¼ ðàäèóñ íå ìåíüøå 1500. Îñòàëîñü ïîäîáðàòü x òàê, ÷òîáû îáú¼ì áûë ðàâåí
ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíèëîñü ðàâåíñòâî:

9000000x = 18000000 + 12000x.

Î÷åâèäíî, ïðè êàêîì-òî ïîëîæèòåëüíîì x îíî âûïîëíÿåòñÿ.

Êðèòåðèè. Ïîëíîå ðåøåíèå ïóíêòà a îöåíèâàåòñÿ â 4 ïåðâè÷íûõ áàëëà, ïóíêòà b �
â 2 ïåðâè÷íûõ áàëëà. Îöåíêà çàäà÷è ðàâíà ñóììå áàëëîâ ïî îáîèì ïóíêòàì. Ïåðåâîä
â çíàêè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òàáëèöå

0 1 2 3 4 5 6
0/− −. −/+ +/2 +/− +. +

Êðèòåðèè çà ïóíêò a:

0: Öåíòð ñôåðû ñîåäèí¼í ñ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà, äðóãèõ ïðîäâèæåíèé íåò.
1: Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (êóá, ïðèçìà, ïèðàìèäà

è ò.ä.)
2: Çàäà÷à ðåøåíà, íî ïðè ðåøåíèè èñïîëüçîâàíî èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåí-

ñòâî,
èëè

â ðåøåíèè ñîäåðæàòñÿ ëèøíèå è íåâåðíûå óòâåðæäåíèÿ, ïðè èñêëþ÷åíèè êî-
òîðûõ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðíîå è çàêîí÷åííîå ðåøåíèå.
(Íàïðèìåð ñêàçàíî, ÷òî âñå ïîëó÷èâøèåñÿ ïèðàìèäû � ïðàâèëüíûå.)

3: Óïóùåí ñëó÷àé, êîãäà öåíòð ñôåðû âíå ìíîãîãðàííèêà, â îñòàëüíîì âñ¼ âåðíî.
4: Ïðàâèëüíîå áåç íåäî÷¼òîâ ðåøåíèå ïóíêòà a.

Êðèòåðèè çà ïóíêò b:

0: Ëþáûå ðàññóæäåíèÿ áåç óïîìèíàíèÿ ÿâíîãî âèäà ìíîãîãðàííèêà.
1: Óêàçàí êîíêðåòíûé âèä ìíîãîãðàííèêà (ïàðàëëåëåïèïåä, ïðèçìà è ò.ä.), è åñòü

ïðàâèëüíîå íî íåçàâåðø¼ííîå (ëèáî çàâåðø¼ííîå, íî ñ îøèáêàìè) äîêàçàòåëü-
ñòâî òîãî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ äëèíàõ ð¼áåð òðåáóåìîå ðàâåíñòâî âûïîëíåíî.

2: Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå ïóíêòà b, âîçìîæíî ñ àðèôìåòè÷åñêîé îøèáêîé ïðè ïîä-
ñ÷¼òå îáú¼ìà èëè ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè.



5. Ïóñòü p > 2 � öåëîå ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íà 3. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå
öåëûå ÷èñëà a1, a2, . . . , ak, ÷òî

−p
2
< a1 < a2 < · · · < ak <

p

2
,

è ïðîèçâåäåíèå
p− a1
|a1|

· p− a2
|a2|

· · · p− ak
|ak|

ðàâíî 3m äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m.

Ðåøåíèå. ÏÅÐÂÛÉ ÑÏÎÑÎÁ. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ÷èñåë ai âñå ÷èñëà èç èíòåðâàëà
(−p

2 ,
p
2) òàêèå, ÷òî p ≡ ai( mod 3). Äîêàæåì, ÷òî îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è.

Çàìåòèì ñëåäóþùåå:

• Âñå ÷èñëà |ai| ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (0, p
2).

• Âñå ÷èñëà |ai| ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ai = −aj ïðè íåêîòîðûõ i, j, òî
ai + aj = 0⇒ 2p = 0( mod 3) � ïðîòèâîðå÷èå.
• Ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, p

2), íå äåëÿùååñÿ íà 3, ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç

÷èñåë |ai|. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü t ∈ (0, p
2), t 6

...3. Òîãäà ëèáî t ≡ p( mod 3),
ëèáî −t ≡ p( mod 3) è, ñëåäîâàòåëüíî, îäíî èç ÷èñåë ±t ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç
ai. Èç ±t = ai è t > 0 ñëåäóåò t = |ai|.

Èòàê, ìíîæåñòâî ÷èñåë |ai| ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà (0, p
2),

íå äåëÿùèõñÿ íà 3.

Äàëåå, ïóñòü 3γi � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü òðîéêè, äåëÿùàÿ (p− ai), ò.å.

p− ai = 3γi · bi, bi 6
...3.

Èç p ≡ ai( mod 3) ñëåäóåò γi > 0. Çàìåòèì ñëåäóþùåå:

• Âñå ÷èñëà bi ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (0, p
2). Äåéñòâèòåëüíî,

−p
2
< ai <

p

2
⇒ p

2
< p− ai <

3p

2
⇒ 0 <

p− ai
3γi

<
p

2
.

• Âñå ÷èñëà bi ðàçëè÷íû. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü bi = bj ïðè íåêîòîðûõ i, j. Ïî-
ñêîëüêó p− ai 6= p− aj , îòñþäà ñëåäóåò γi 6= γj . Ïóñòü γi > γj . Òîãäà

p− ai
p− aj

=
3γi · bi
3γj · bj

= 3γi−γj ≥ 3.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû p
2 < p− aj , 3p

2 > p− ai ⇒ p−ai
p−aj < 3 � ïðîòèâîðå÷èå.

• Ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà (0, p
2), íå äåëÿùååñÿ íà 3, ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç

÷èñåë bi. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü t ∈ (0, p
2), t 6

...3. Òîãäà ñóùåñòóåò òàêîå γ ∈ N,
÷òî t · 3γ ∈ (p2 ,

3p
2 ) ⇒ p − t · 3γ ∈ (−p

2 ,
p
2), è ïðè ýòîì p − t · 3γ ≡ p( mod 3),

ñëåäîâàòåëüíî p− t · 3γ = ai ïðè íåêîòîðîì i. Íî òîãäà t · 3γ = p− ai ⇒ t = bi.

Èòàê, ìíîæåñòâî ÷èñåë bi ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ÷èñåë èç èíòåðâàëà (0, p
2), íå

äåëÿùèõñÿ íà 3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ÷èñåë |ai|. Îòñþäà ïîëó-
÷àåì

p− a1
|a1|

· p− a2
|a2|

· · · p− ak
|ak|

=
3γ1+···+γk · b1 · b2 · · · · · bk

|a1| · · · · · |ak|
= 3γ1+···+γk ,

÷òî è òðåáîâàëîñü.

ÂÒÎÐÎÉ ÑÏÎÑÎÁ. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî p � ÷èñëî âèäà 6n± 1, 6n± 2, n ∈ N.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé p = 6n+ 1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íû.



Ïîëîæèì ai = 3n+1− 3i, i = 1, 2, . . . , 2n. Òîãäà p
2 > 3n− 2 = a1 > a2 > · · · > a2n =

−3n+ 1 > −p
2 . Âû÷èñëèì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

2n∏
i=1

p− ai
|ai|

=
2n∏
i=1

6n+ 1− (3n+ 1− 3i)

|3n+ 1− 3i|
= 32n

2n∏
i=1

n+ i

|3n+ 1− 3i|
=

=

32n ·
2n∏
i=1

(n+ i)

2n∏
i=1
|3n+ 1− 3i|

=
32n · (3n)!

n! ·
n∏
i=1

(3n+ 1− 3i)
2n∏

i=n+1
(3i− 3n− 1)

=

=
33n · (3n)!

n∏
i=1

(3i) ·
n∏
i=1

(3i− 2)
n∏
i=1

(3i− 1)

=
33n · (3n)!

(3n)!
= 33n.

Êðèòåðèè.

(�.) Çàìå÷åíî, ÷òî ÷èñëà èç èíòåðâàëà (−p
2 ,

p
2) òàêèå, ÷òî p ≡ ai( mod 3), äàþò

ðåøåíèå çàäà÷è .
(+.) ßâíî ðàçîáðàí îäèí èç ñëó÷àåâ p = 6n± 1, 6n± 2.



6. Íà êëåò÷àòîé äîñêå ðàçìåðîì 2×n êëåòîê íåêîòîðûå êëåòêè çàêðàøèâàþòñÿ â ÷¼ð-
íûé öâåò. Ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ñðåäè çàêðàøåííûõ íåò äâóõ ñîñåä-
íèõ êëåòîê. (Ñîñåäíèìè íàçûâàþòñÿ êëåòêè, èìåþùèå îáùóþ ñòîðîíó.) Ðàñêðàñêà, â
êîòîðîé íè îäíà êëåòêà íå çàêðàøåíà, òîæå ñ÷èòàåòñÿ ïðàâèëüíîé.

Ïóñòü An � êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì çàêðàøåííûõ êëå-
òîê,Bn � êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì çàêðàøåííûõ êëåòîê.
Íàéòè âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ An −Bn.

Îòâåò. ±1.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì êëåò÷àòûå äîñêè äâóõ âèäîâ: îáû÷íàÿ äîñêà Fn ðàçìåðà 2×n,
è äîñêà Gn ðàçìåðà 2 × n, â êîòîðîé óäàëåíà îäíà óãëîâàÿ êëåòêà. Ïîìèìî âåëè÷èí
An è Bn ââåä¼ì âåëè÷èíû Cn è Dn - êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê äîñêè Gn ñ
÷¼òíûì è íå÷¼òíûì êîëè÷åñòâîì ðàñêðàøåííûõ êëåòîê.

Êëåòêè áóäåì íóìåðîâàòü êàê â øàõìàòàõ: ai, bi, ãäå a, b - áóêâû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðÿäàì, i ∈ {1, . . . , n} - íîìåðà ñòîëáöîâ. Ïóñòü íà äîñêå Fn (n ≥ 2) ïðàâèëüíûì ñïîñî-
áîì ðàñêðàøåíî ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Ìíîæåñòâî òàêèõ ðàñêðàñîê ðàçáèâàåòñÿ
íà òðè ïîäìíîæåñòâà: 1) êëåòêà an çàêðàøåíà, 2) êëåòêà bn çàêðàøåíà, 3) íè îäíà èç
êëåòîê an, bn íå çàêðàøåíà.

Åñëè çàêðàøåíà êëåòêà an, òî êëåòêè an−1 è bn îáÿçàíû áûòü íå çàêðàøåííûìè, à
ñðåäè îñòàëüíûõ ïðàâèëüíûì îáðàçîì äîëæíû áûòü çàêðàøåíû íå÷¼òíîå êîëè÷åñòâî
êëåòîê. Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ðàñêðàñîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ 1) (à òàê æå è ñëó÷àþ
2)), ðàâíî Dn−1.

Åñëè íè îäíà èç êëåòîê an, bn íå çàêðàøåíà, òî ñðåäè îñòàëüíûõ ïðàâèëüíûì îáðà-
çîì äîëæíû áûòü çàêðàøåíû ÷¼òíîå êîëè÷åñòâî êëåòîê. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàñêðàñîê
ðàâíî An−1. Â èòîãå ïîëó÷àåì

An = An−1 + 2Dn−1.

Àíàëîãè÷íûì ðàññóæäåíèåì ïîëó÷àåì

Bn = Bn−1 + 2Cn−1,

Cn = An−1 +Dn−1,

Dn = Bn−1 + Cn−1.

Îáîçíà÷èì Pn = An−Bn, Qn = Cn−Dn. Òîãäà, âû÷èòàÿ ïîëó÷åííûå âûøå ðàâåíñòâà,
ïîëó÷àåì

Pn = Pn−1 − 2Qn−1, Qn = Pn−1 −Qn−1.

Âû÷èñëÿÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ P1 = −1, Q1 = 0, íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíî

i 1 2 3 4 5
Pi −1 −1 1 1 −1
Qi 0 −1 0 1 0.

Äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàíîâèòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé. Îòñþäà âèäíî, ÷òî èñêîìàÿ âå-
ëè÷èíà Pn ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ ±1.
Êðèòåðèè.

(�.) Ïðàâèëüíûé îòâåò íà îñíîâàíèè íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ.
(�/+) Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ îøèáêàìè â îáîñíîâàíèè ðåêóðñèè.
(+/2) Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ çàìåòíûìè ïðîáåëàìè â îáîñíîâàíèè ðåêóðñèè.
(+/�) Ïðàâèëüíûé îòâåò (èëè {0, −2}) ñ íåáîëüøèìè íåäî÷¼òàìè â îáîñíîâàíèè

ðåêóðñèè.



(+.) Çàáûòà ïóñòàÿ ðàñêðàñêà, èççà ÷åãî ïîëó÷åí îòâåò {0, −2}, â îñòàëüíîì âñ¼
âåðíî.

(+) Ïðàâèëüíûé îòâåò ñ ïîëíûì îáîñíîâàíèåì.


