
Îëèìïèàäà äëÿ ñòóäåíòîâ è âûïóñêíèêîâ âóçîâ � 2015 ã.
ïî íàïðàâëåíèþ ¾Ìàòåìàòèêà¿

Ïðîôèëè:
¾Mathematics¿
¾Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿

Êðèòåðèè. Ïîëíûé áàëë çà êàæäóþ çàäà÷ó ñîñòàâëÿåò 20 áàëëîâ. Â öåëîì, ìû ðóêî-
âîäñòâîâàëèñü ñëåäóþùèìè êðèòåðèÿìè ïðîâåðêè.

+ (100% ïîëíîãî áàëëà) Ïîëíîå âåðíîå ðåøåíèå ñ ïðàâèëüíûì îòâåòîì.
± (75% ïîëíîãî áàëëà) Ïðàâèëüíûé õîä ðåøåíèÿ ñ ëåãêî óñòðàíèìîé îøèáêîé

èëè ïðîáåëîì.
∓ (25% ïîëíîãî áàëëà) Îøèáî÷íîå èëè íåçàâåðø¼ííîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå

ïðîäóêòèâíûå èäåè.
− (0% ïîëíîãî áàëëà) Ïðàâèëüíûé õîä ðåøåíèÿ ñ ëåãêî óñòðàíèìîé îøèáêîé

èëè ïðîáåëîì.
Äîïîëíèòåëüíûå êðèòåðèè ïî îòäåëüíûì çàäà÷àì óêàçàíû ïîñëå ðåøåíèÿ. Áàëëû çà

îòäåëüíûå ïóíêòû îêðóãëÿëèñü ââåðõ äî áëèæàéøåãî öåëîãî ÷èñëà.

I. ÎÁÙÀß ×ÀÑÒÜ / COMMON PART

1. Íà ñòðåëî÷íûõ ÷àñàõ ïî îøèáêå óñòàíîâèëè äâå îäèíàêîâûå ñòðåëêè, íî èäóò îíè
òî÷íî. Ñêîëüêî ðàç çà 12 ÷àñîâ íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü îäíîçíà÷íî ðåàëüíîå âðåìÿ ïî
ýòèì ÷àñàì?

1. A clock is made by mistake so that both the hour hand and the minute hand look the same;
however, the clock works perfectly well. How many times during 12 hours is it impossible to
determine the actual time by this clock?

Ðåøåíèå. Áóäåì èçìåðÿòü ïîëîæåíèå ñòðåëîê â äîëÿõ ïîëíîãî îáîðîòà. Òîãäà åñëè ÷àñî-
âàÿ ñòðåëêà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè t, ìèíóòíàÿ äîëæíà íàõîäèòüñÿ â ïîëîæåíèè {12t}.
Òåì ñàìûì, ïîìåíÿòü ñòðåëêè, îñòàâëÿÿ ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ âîçìîæíûìè, ìîæíî òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà t = {12 {12t}}, 0 ≤ t < 1. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê {12t} îòëè÷àåòñÿ îò
12t íà öåëîå ÷èñëî, èìååì {12 {12t}} = {144t}, òî åñòü íàøå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå t = 144t − k, ãäå k öåëîå, 0 ≤ t < 1. Òîãäà 143t = k, è çíà÷åíèÿ k îò 0 äî 142
âêëþ÷èòåëüíî çàäàþò ðîâíî 143 ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ â óêàçàííîì èíòåðâàëå.
Ïðè ýòîì ñðåäè ðàññìîòðåííûõ åñòü ñëó÷àè, íå óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è,

à èìåííî, êîãäà ñòðåëêè ñîâïàäàþò, òî åñòü çàìåíà ñòðåëîê íå ìåíÿåò ïîêàçûâàåìîå
âðåìÿ. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ t = {12t}, 0 ≤ t < 1, êîòîðîå àíàëîãè÷íûì
ñïîñîáîì ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 11t = k, è, òåì ñàìûì, èìååò 11 ðåøåíèé.
Òàêèì îáðàçîì, îòâåòîì ñëóæèò ðàçíîñòü ïîëó÷åííûõ ÷èñåë 143− 11 = 132.

Êðèòåðèè:
± (15 áàëëîâ) Ðåøåíèå áåç ó÷¼òà ñëó÷àÿ ñîâïàäåíèÿ ñòðåëîê.

2. Ïóñòü A è B � ìàòðèöû 2015 × 2015 ðàíãà 100 è 1000, ñîîòâåòñòâåííî. ×åìó ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ ðàíã ìàòðèöû

a) AB −BA;
b) AB +BA.

2. Let A and B be 2015× 2015-matrices of rank 100 and 1000, respectively. Find all possible
values for the ranks of the following matrices:

a) AB −BA;
b) AB +BA.

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò � Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêèÍàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò � Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêèÍàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò � Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè



Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó rk(AB) ≤ min(rk(A), rk(B)), rk(A + B) ≤ rk(A) + rk(B), èìååì
îãðàíè÷åíèå rk(AB±BA) ≤ 200. Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå çíà÷åíèå 0 ≤ r ≤ 200 ìîæåò áûòü
ðåàëèçîâàíî â îáîèõ ïóíêòàõ çàäà÷è.
Çà e1, . . . , e2015 îáîçíà÷èì áàçèñ, â êîòîðîì ìû çàäàäèì ìàòðèöû A è B. Ïóñòü A

ïåðåâîäèò áàçèñíûå âåêòîðû ei, i = 1 . . . 100, â ei, à îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû â íîëü,
òîãäà rk(A) = 100.
Äëÿ r ≤ 100 ïóñòü B ïåðåâîäèò ei+1000 â ei äëÿ i = 1 . . . r, ei+1000 â ñåáÿ äëÿ

i = (r + 1) . . . 1000, à îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû â íîëü. Òîãäà îáðàç B ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà 1000 âåêòîðîâ (ei äëÿ i ∈ {1 . . . r} ∪ {r + 1001 . . . 2000})
òåì ñàìûì, rk(B) = 1000. Îáðàç AB ± BA ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà
âåêòîðû ei äëÿ i = 1 . . . r, òåì ñàìûì, rk(AB ±BA) = r.
Äëÿ 100 < r ≤ 200 ïóñòü B ïåðåâîäèò ei â e100+i äëÿ i = 1 . . . r − 100, ei+1000 â ei

äëÿ i = 1 . . . 100, ei+1000 â ñåáÿ äëÿ i = (r + 1) . . . 1000, à îñòàëüíûå áàçèñíûå âåêòîðû â
íîëü. Òîãäà îáðàç B ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà 1000 âåêòîðîâ (ei äëÿ
i ∈ {1 . . . r} ∪ {r + 1001 . . . 2000}). òåì ñàìûì, rk(B) = 1000. Îáðàç AB ± BA ÿâëÿåòñÿ
ïîäïðîñòðàíñòâîì, íàòÿíóòûì íà âåêòîðû ei äëÿ i = 1 . . . r, òåì ñàìûì, rk(AB±BA) = r.
Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ïóíêòàõ ðàíã ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå çíà÷åíèå îò 0 äî 200.

Êðèòåðèè:
+/2 (10 áàëëîâ) Âåðíûé îòâåò è äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà íà ðàíã áåç ïðè-

ìåðîâ ìàòðèö.
+/2 (10 áàëëîâ) Âåðíûé îòâåò è ïîëíûé íàáîð ïðèìåðîâ ìàòðèö áåç äîêàçà-

òåëüñòâà íåðàâåíñòâà íà ðàíã.

3. Ãëàäêàÿ êðèâàÿ â R2, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò Oxy, îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè â åå ïðîèçâîëüíîé òî÷êå M ïðî-
âåñòè íîðìàëü ê ýòîé êðèâîé äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ Ox â òî÷êå M ′, òî ñåðåäèíà îòðåçêà
MM ′ áóäåò ëåæàòü íà ïàðàáîëå y2 = x. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ýòîé
êðèâîé è íàéäèòå åãî ðåøåíèå.

3. A smooth curve in R2 through the origin of an orthogonal Cartesian coordinate system
(x, y) has the following property: the normal line of this curve at any point M of the curve
intersects the x-axis at a point M ′ such that the midpoint of the line segment MM ′ belongs
to the parabola y2 = x. Write down a di�erential equation for this curve and �nd its solution.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå çàäà÷è èñêëþ÷àåò âåðòèêàëüíûå êàñàòåëüíûå, ïîýòîìó
ëîêàëüíî ìû ìîæåì çàïàðàìåòðèçîâàòü êðèâóþ â âèäå y = f(x).
Íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå M = (x, f(x)) çàäà¼òñÿ âåêòîðîì (1, f ′(x)), òîãäà

íàïðàâëåíèå íîðìàëè ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó (f ′(x),−1), òåì ñàìûì, íîðìàëü ñîñòîèò èç
òî÷åê (x + tf ′(x), f(x) − t). Òî÷êà M ñîîòâåòñòâóåò t = 0, ïåðåñå÷åíèå ñ îñüþ Ox ñîîò-
âåòñòâóåò t = f(x), òåì ñàìûì, òî÷êà M ′ ñîîòâåòñòâóåò t = f(x)/2 è èìååò êîîðäèíàòû
(x+ f(x)f ′(x)/2, f(x)/2). Óñëîâèå çàäà÷è ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

f(x)f ′(x)/2− f(x)2/4 + x = 0.

Äëÿ ðåøåíèÿ âîçüì¼ì g(x) = f(x)2. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä ëèíåéíîãî íåîäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè g′(x)/4− g(x)/4 = −x. Îáùåå ðåøå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ g′(x)/4− g(x)/4 = 0 ñîñòàâëÿþò ôóíêöèè
C exp(x), ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â âèäå ìíîãî÷ëåíà
ïåðâîé ñòåïåíè, åìó óäîâëåòâîðÿåò ìíîãî÷ëåí 4x + 4. Òàêèì îáðàçîì, g(x) èìååò âèä
4x + 4 + C exp(x). Òî, ÷òî êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîçâîëÿåò âû÷èñ-
ëèòü C = −4, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êðèâóþ

y2 = 4x+ 4− 4 exp(x).
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Êðèòåðèè:
+/2 (10 áàëëîâ) Ïîëó÷åíî âåðíîå óðàâíåíèå ïðè îòñóòñòâèè åãî ðåøåíèÿ èëè

íåóñòðàíèìûõ îøèáêàõ â åãî ðåøåíèè.

4. Ïîñòðîéòå îáëàñòü D (ñâÿçíîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî) â C, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëî àâòî-
ìîðôèçìîâ (ãîëîìîðôíûõ îáðàòèìûõ îòîáðàæåíèé D → D) ðàâíî

a) 2015;
b) 1.

4. Give an example of a domain D (an open connected set) in C, for which the number of
automorphisms (i.e., holomorphic invertible mappings D → D) equals

a) 2015;
b) 1.

Ðåøåíèå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ áóäåì ðàññìàòðèâàòü åäèíè÷íûé äèñê D ñ ïðîêîëàìè
{z | |z| < 1} \ {p1, . . . .pn}. Âñÿêèé àâòîìîðôèçì òàêîé ôèãóðû çàäà¼òñÿ îãðàíè÷åííîé ãî-
ëîìîðôíîé ôóíöèåé, òåì ñàìûì, îíà èìååò óñòðàíèìûå îñîáåííîñòè è ïðîäîëæàåòñÿ äî
àâòîìîðôèçìà âñåãî åäèíè÷íîãî äèñêà D → D. Ïðè ýòîì ìû çíàåì, ÷òî àâòîìîðôèçìû
D çàäàþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè z → az+b

cz+d
.

Â ïóíêòå a) ðàñïîëîæèì p1, . . . , p2015 â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî 2015-óãîëüíèêà, âïèñàí-
íîãî â îêðóæíîñòü |z| = 1/2. Àâòîìîðôèçìû ïðè ýòîì áóäóò ïîâîðîòàìè íà óãëû êðàò-
íûå 2π/2015. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ àâòîìîðôèçìîâ íåò. Çàìåòèì, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíûå
îòîáðàæåíèÿ ïåðåâîäÿò îêðóæíîñòè â îêðóæíîñòè è ïðÿìûå, ïðè ýòîì ñîõðàíÿÿ óã-
ëû ìåæäó íèìè. Â íàøåì ñëó÷àå àâòîìîðôèçì áóäåò äðîáíî-ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì,
ïåðåâîäÿùèì â ñåáÿ åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü îêðóæíîñòü |z| = 1/2 (êàê åäèíñòâåííóþ
îêðóæíîñòü, ñîäåðæàùóþ âñå ïðîêîëû). Òîãäà îí ïåðåâîäèò 0 â 0 êàê ïåðåñå÷åíèå îá-
ùèõ ïåðåïåíäèêóëÿðîâ ýòèõ îêðóæíîñòåé. Çíà÷èò, ïî Ëåììå Øâàðöà (å¼ çäåñü ìîæíî
çàìåíèòü ýëåìåíòàðíûìè ðàññóæäåíèÿìè) îí ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòîì, à ÷òîáû ïðîêîëû ïå-
ðåøëè â ïðîêîëû òðåáóåòñÿ, ÷òîáû óãîë áûë êðàòåí 2π/2015.
Â ïóíêòå b) Äîñòàòî÷íî ðàñïîëîæèòü òî÷êè íà ýòîé îêðóæíîñòè àññèìåòðè÷íî, íà-

ïðèìåð, â âåðøèíàõ òðåóãîëüíèêà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ïðàâèëüíûì. Òîãäà åäèíñòâåííûì
àâòîìîðôèçìîì áóäåò òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
Êðèòåðèè:

± (15 áàëëîâ) Âåðíûé ïðèìåð ïðè îòñóòñòâèè äîêàçàòåëüñòâà îòñóòñòâèÿ ïðî-
÷èõ àâòîìîðôèçìîâ èëè íåóñòðàíèìûõ îøèáêàõ â äîêàçàòåëüñòâå.

II. ÑÏÅÖÈÀËÜÍÀß ×ÀÑÒÜ / SPECIAL PART

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñâîèì âûáîðîì ïðîãðàììû ìàãèñòåðñêîé ïîäãîòîâêè

âûáåðèòå è âûïîëíèòå òîëüêî îäèí èç ñëåäóþùèõ áëîêîâ çàäàíèé ñïåöè-

àëüíîé ÷àñòè.

According to the Master of Science program of your choice, please solve

only one block from the following.

1. ¾Mathematics¿

1. Prove that a non-degenerate degree two algebraic curve in the plane passing through
the vertices of a non-right angled (acute or obtuse) triangle and the intersection point of
its altitudes is an isosceles hyperbola, i.e., a hyperbola, whose asymptotic directions are
perpendicular.
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Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü àñèìïòîò ó ãèïåðáîëû ax2+bxy+cy2+dx+
ey+f = 0 ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî a+c = 0. È íàîáîðîò, ðåøåíèå ax2+bxy+cy2+dx+ey+
f = 0 � ðàâíîñòîðîííÿÿ ãèïåðáîëà èëè å¼ âûðîæäåíèå (ïàðà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ
èëè îäíà ïðÿìàÿ). Äåéñòâèòåëüíî, òàêîå ïðîèñõîäèò, êîãäà ïðè ïðèâåäåíèè êðèâîé ê
ãëàâíûì îñÿì αz2+βw2+γ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû α è β èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê,
òî åñòü, ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîé ôîðìû èìååò íóëåâîé ñëåä. À ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ
ïðè îðòîãîíàëüíûõ çàìåíàõ êîîðäèíàò.
Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòè 4 òî÷êè îáðàçóþò ïó÷îê êâàä-

ðèê � èõ óðàâíåíèÿ îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïîñêîëüêó òî÷êè íå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé, ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ðàâíà 2 (ò.ê. äîáàâëåíèå ïÿòîé òî÷êè
çàäàñò êðèâóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, òî åñòü óìåíüøèò ðàçìåðíîñòü äî
1). Â êà÷åñòâå áàçèñà ìîæíî âûáðàòü ïàðó íåïðîïîðöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, â ÷àñòíî-
ñòè, âûáðàòü ïàðó ñòîðîí è âçÿòü ïðîèçâåäåíèå óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñòîðîíû
è îïóùåííîé íà íå¼ âûñîòû. Ïîñêîëüêó îáå áàçèñíûõ êðèâûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ðàâíîñòîðîííîñòè (a+ c = 0), ýòî æå âåðíî äëÿ ëþáîé èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè, òî åñòü
êðèâîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ çàäà÷è.
Êðèòåðèè:

+/2 (10 áàëëîâ) Ïîëó÷åí êðèòåðèé ðàâíîñòîðîííîñòè ãèïåðáîëû áåç äàëüíåé-
øèõ øàãîâ ðåøåíèÿ.

2. For a �xed positive integer k, de�ne the sequence an by the formula an = 22
n
+k. Prove that

the double sequence gcd(an, am) is unbounded. Recall that gcd(a, b) stands for the greatest
common divisor of two integers a and b.

Ðåøåíèå. Ðàçóìååòñÿ, â çàäà÷å ïîäðàçóìåâàëîñü gcd(an, am) äëÿ n ̸= m. Òåì, êòî îáðàòèë
âíèìàíèå íà íåòî÷íîñòü ôîðìóëèðîâêè, íà÷èñëåííî 5 áàëëîâ èç 20.
Ïóñòü gcd(an, am) îãðàíè÷åíî ÷èñëîì M .
1) Ñâåä¼ì çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà k ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ 2.
Ëåììà Åñëè p ̸= 2 � ïðîñòîå ÷èñëî, an äåëèòñÿ íà pm, íî ïðè ýòîì p íå ñðàâíèì ñ 1

ïî ìîäóëþ 2n. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî l > n, äëÿ êîòîðûõ al äåëèòñÿ íà pm.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò òàêèå l, ÷òî 22

l−22
n
äåëèòñÿ

íà pm, òî åñòü 22
n
(
22

l−2n − 1
)
äåëèòñÿ íà pm. Ïîñêîëüêó ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé

ãðóïïû Z/pmZ ðàâåí pm−1(p−1), äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîêàçàòåëü 2l−2n äåëèëñÿ
íà (p− 1)pm−1. Ðàçëîæèì (p− 1)pm−1 íà ìíîæèòåëè 2st, ãäå t íå÷¼òíî. Òîãäà, òàê êàê p
íå ñðàâíèì ñ 1 ïî ìîäóëþ 2n, èìååì s < n è äîñòàòî÷íî òîãî, ÷òîáû 2l−2n äåëèëîñü íà t.
Ïðè ýòîì 2 îáðàòèì â Z/tZ ïîýòîìó îñòàòêè ñòåïåíåé 2 ïî ìîäóëþ t áóäóò ïåðèîäè÷íû
áåç ïðåäïåðèîäà, è òàêèõ l áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ëåììà äîêàçàíà.
Îáîçíà÷èì çà A ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ïðè íåîòîðûõ m è n

óñëîâèþ ëåììû. Èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî A êîíå÷-
íî, è, áîëåå òîãî, ïîêàçàòåëè, â êîòîðûõ ýëåìåíòû A âõîäÿò â ðàçëîæåíèå an íà ïðîñòûå
ìíîæèòèëè, îãðàíè÷åíû.
Ïîëîæèì an = 2γnβnαn, ãäå βn � ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë èç A, αn � ïðîèç-

âåäåíèå íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë íå èç A, òî åñòü ïðîñòûõ ÷èñåë çàâåäîìî ñðàâíèìûõ
ñ 1 ïî ìîäóëþ 2n. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè gcd(an, am) è ëåììû ñëåäóåò
îãðàíè÷åííîñòü βn è γn, â ÷àñòíîñòè, íàéä¼òñÿ L äëÿ êîòîðîãî 2γnβn âñåãäà ìåíüøå L.
Òîãäà, ñ îäíîé ñòîðîíû, an ñðàâíèìî ñ 2γnβn ïî ìîäóëþ 2n, ñ äðóãîé ñòîðîíû, an =

22
n
+ k ñðàâíèìî ñ k ïî ìîäóëþ 2n. Çíà÷èò, äëÿ âñÿêîãî n èìååì 2γnβn ñðàâíèìî ñ k ïî

ìîäóëþ 2n. Âçÿâ n äëÿ êîòîðîãî 2n > L, ïîëó÷èì 2γnβn = k, îòêóäà an äåëèòñÿ íà k, à
çíà÷èò è 22

n
= an − k äåëèòñÿ íà k, òî åñòü k ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ 2.
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2) Ïóñòü k = 2d, òîãäà an = 2d
(
22

n−d + 1
)
. Ïóñòü 2 âõîäèò â ðàçëîæåíèå d íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè ñ ïîêàçàòåëåì γ . Âîçüì¼ì n äîñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü n > γ
è 2n > d, è íàéä¼ì áåñêîíå÷íî ìíîãî l > n äëÿ êîòîðûõ al äåëèòñÿ íà an. Äëÿ ýòî-

ãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
(
22

l−d + 1
)
äåëèëîñü íà

(
22

n−d + 1
)
. Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí xst + 1

äåëèòñÿ íà xt + 1, ïîäñòàâëÿÿ x = 2, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ÷òîáû 2l − d
äåëèëîñü íà 2n−d, ÷òî ðàâíîñèëüíî äåëèìîñòè 2l−2n íà 2n−d. Ïîëîæèì 2n−d = 2st, ãäå
t íå÷¼òíî. Áëàãîäàðÿ âûáîðó äîñòàòî÷íî áîëüøîãî n, èìååì s < n, è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
2l − 2n äåëèëîñü íà t. Ïðè ýòîì ñòåïåíè 2 ïî ìîäóëþ t ïåðèîäè÷íû áåç ïðåäïåðèîäà,
îòêóäà òàêèõ l áóäåò áåñêîíå÷íî ìíîãî.
Â ñèëó íåîãðàíè÷åííîñòè an, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ îãðàíè÷åííîñòüþ gcd(an, am).

Êðèòåðèè:
∓ (5 áàëëîâ) Îòìå÷åíà íåòî÷íîñòü â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ïðè îòñóòñòâèè

ðåøåíèÿ èëè îøèáî÷íîì ðåøåíèè.

2. ¾Ìàòåìàòèêà è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà¿

1. Òî÷å÷íàÿ ÷àñòèöà ìàññû m íà ïðÿìîé íàõîäèòñÿ â ïîòåíöèàëå

U(x) = x4 + 4x3 − 8x2 + 3,

â êîòîðîì èìåþòñÿ äâà ìèíèìóìà (äâå ¾ÿìû¿).
a) Íàéäèòå ïåðèîä êîëåáàíèé ÷àñòèöû â ëåâîé ÿìå ïðè óñëîâèè, ÷òî åå ýíåðãèÿ E = 0;
b) Ïóñòü ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ðàâíà E, ïðè÷åì 0 < E < 3; òîãäà îíà ìîæåò ñîâåðøàòü

êîëåáàíèÿ ëèáî â ëåâîé, ëèáî â ïðàâîé ÿìå. Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïåðèîäû ýòèõ
êîëåáàíèé?

Ðåøåíèå. Ïåðèîä T êîëåáàíèé ÷àñòèöû ìàññû m ñ ïîëíîé ýíåðãèåé E â ïîòåíöèàëüíîé
ÿìå U(x) äàåòñÿ ôîðìóëîé

T = 2

∫ x2

x1

dx√
2
m
(E − U(x))

,

ãäå x1 è x2 � êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâîðîòà: U(x1) = U(x2) = E. Äàííûé â óñëîâèè ïîòåí-
öèàë U(x) äîïóñêàåò ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè:

U(x) = (x− 1)2(x+ 3−
√
6)(x+ 3 +

√
6).

a) Äëÿ êîëåáàíèé â ëåâîé ÿìå ñ íóëåâîé ïîëíîé ýíåðãèåé êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâîðîòà
� îòðèöàòåëüíûå êîðíè ïîòåíöèàëà U(x):

T = 2

√
m

2

∫ x+

x−

dx

|x− 1|
√

(x− x−)(x+ − x)
, x± = −3±

√
6.

Äàííûé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ìåòîäàìè òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåñê-
íîãî ïåðåìåííîãî. Ïðåäàñòàâèì ïåðèîä T â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà â êîìïëåêñíîé
ïëîñêîñòè ïî áåðåãàì ðàçðåçà âåùåñòâåííîé îñè îò òî÷êè x− äî òî÷êè x+. Ïîñêîëüêó îñî-
áåííîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè îòñóòñòâóþò, åäèíñòâåííûé ïîëþñ íàõîäèòñÿ â òî÷êå x = 1,
âû÷åò â êîòîðîì äàåò îòâåò:

T = π

√
m

5
.

Êðèòåðèè:
+/2 (5 áàëëîâ çà ïóíêò) Ïðàâèëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðèîäà êîëåáàíèÿ ïðè

îøèáêå â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ
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á) Ïåðèîäû êîëåáàíèé â óêàçàííîé â óñëîâèè çàäà÷è ñèòóàöèè ñîâïàäàþò. Äåéñòâè-
òåëüíî, óðàâíåíèå U(x) = E äëÿ 0 < E < 3 èìååò 4 ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíÿ
a1 < a2 < a3 < a4. Èñêîìûå ïåðèîäû êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîíòóðíûìè èíòå-
ãðàëàìè (ñì. ïóíêò à) âîêðóã ðàçðåçîâ ïî îòðåçêàì [a1, a2] è [a3, a4] ñîîòâåòñòâåííî. Â
ñèëó îòñóòñòâèÿ ó ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ îñîáåííîñòåé íà áåñêîíå÷íîñòè, êîíòó-
ðû èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïðîäåôîðìèðîâàíû äðóã â äðóãà, ÷òî âåäåò ê ñîâïàäåíèþ
ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ.

Êðèòåðèè:
+/2 (5 áàëëîâ çà ïóíêò) Ïåðèîä ïðåäñòàâëåí â âèäå êîíòóðíîãî èíòåãðàëà ïî

áåðåãàì ðàçðåçà ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà, íî âûâîä îñòóòñòâóåò èëè îøèáî÷åí.

2. Æåñòêàÿ íåïðîâîäÿùàÿ ïîëóñôåðà ìàññû M è ðàäèóñà R ìîæåò ñâîáîäíî ïåðåìå-
ùàòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ïîëóñôåðà íåñåò çàðÿä Q, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé ïî åå
ïîâåðõíîñòè. Â öåíòðå ïîëóñôåðû (â öåíòðå åå áîëüøîãî êðóãà) ðàñïîëîæåí òî÷å÷íûé
çàðÿä −Q, ìàññû m. Êàêóþ ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü íåîáõîäèìî ñîîáùèòü òî÷å÷íîìó
çàðÿäó âäîëü îñè ñèììåòðèè ïîëóñôåðû â ïðîòèâîïîëîæíîì îò íåå íàïðàâëåíèè, ÷òî-
áû çàðÿä ìîã óäàëèòüñÿ îò öåíòðà ïîëóñôåðû íà ðàññòîÿíèå R? Âñåìè ñèëàìè, êðîìå
ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Ðåøåíèå. Ïðîùå âñåãî çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðèìåíåíèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è
èìïóëüñà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿäà è ïîëóñôåðû, íàéäåì ïî-
òåíöèàë ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ Φ(r) íà ðàññòîÿíèè r îò öåíòðà ñôåðû. Îáîçíà÷èì
σ = Q/(2πR2) ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Òîãäà èñêîìûé ïî-
òåíöèàë äàåòñÿ çíà÷åíèåì èíòåãðàëà ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóñôåðû:

Φ(r) =

∫ 2π

0

dφ

∫ π/2

0

kσR2 sin θ√
R2 + r2 + 2rR cos θ

dθ =
kQ

Rr
(R + r −

√
R2 + r2).

Çäåñü êîýôôèöèåíò k çàâèñèò îò âûáðàííîé ñèñòåìû åäèíèö.
Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó èñêîìîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè çàðÿäà áóêâîé v. Ìàêñèìàëüíîå óäà-

ëåíèå çàðÿäà îò ïîëóñôåðû äîñòèãàåòñÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà åãî ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî
ïîëóñôåðû áóäåò ðàâíà íóëþ. Â ýòîò ìîìåíò ïîëóñôåðà è çàðÿä äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî
íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ñ íåêîòîðîé îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ u. Ñêîðîñòü u íàõîäèì
èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû çàðÿä � ïîëóñôåðà

mv = Mu+mu, u =
m

M +m
v.

Ñîãäàñíî òðåáîâàíèþ óñëîâèÿ çàäà÷è, çàðÿä â ýòîò ìîìåíò äîëæåí íàõîäèòüñÿ íà óäà-
ëåíèè R îò öåíòðà ïîëóñôåðû. Çàïèñûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ íà÷àëüíîãî
ìîìåíòà è ìîìåíòà ìàêñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ, íàõîäèì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêî-
ðîñòè v:

mv2

2
−QΦ(0) =

(M +m)u2

2
−QΦ(R).

Ó÷èòûâàÿ çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà Φ(0) = Q/R è Φ(R) = (2−
√
2)Q/R, ïîëó÷àåì îòâåò:

v2 = 2(
√
2− 1)

(M +m)

Mm

kQ2

R
.

Êðèòåðèè:
∓ (5 áàëëîâ) Ïðàâèëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïîòåíöèàëà íà îñè çàðÿæåííîé ïîëó-

ñôåðû ïðè íåóñòðàíèìûõ îøèáêàõ â äàëüíåéøåì ðåøåíèè.
+/2 (10 áàëëîâ) Âåðíî îïðåäåëåí ìîìåíò ìàêñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ çàðÿäà îò

ñôåðû ïðè íåóñòðàíèìûõ îøèáêàõ â äàëüíåéøåì ðåøåíèè.
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