
áàëëû çàäà÷è
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1. Íà äîñêå íàïèñàíà ñèñòåìà èç 12 ðàçëè÷íûõ óðàâíåíèé ñ 6
íåèçâåñòíûìè x1, x2, x3, x4, x5, x6. Êàæäîå óðàâíåíèå èìååò âèä
xi + xj + xk = 0, ãäå i ̸= j ̸= k (ñóììà òðåõ ðàçëè÷íûõ íåèç-
âåñòíûõ ðàâíà íóëþ). Ìîãëî ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî ó ñèñòåìû
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé?

15
2. Äàí îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, ó êîòîðîãî ðàäèóñû

âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC è ADC ðàâíû.
Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè AC è BD.

18

3. Íàéäèòå âñå âåùåñòâåííûå c, ïðè êîòîðûõ ñóììà äåâÿòûõ ñòåïå-
íåé êîðíåé óðàâíåíèÿ x2 − x+ c = 0 ðàâíà íóëþ, è ñóììà ïÿòíà-
äöàòûõ ñòåïåíåé òîæå ðàâíà íóëþ. Çàìå÷àíèå: êîðíè ìîãóò áûòü
êîìïëåêñíûìè.

25

4. Òî÷êè P è Q ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ñòîðîíàõ BC è CD êâàä-
ðàòà ABCD. Ïðÿìûå AP è AQ ïåðåñåêàþò BD â òî÷êàõ M è
N ñîîòâåòñòâåííî, à ïðÿìûå PN è QM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå H.
Äîêàæèòå, ÷òî AH ⊥ PQ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êè P ,
Q, M , N ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

32

5. Äàíî íåñêîëüêî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèõ 1. Ñóììà âñåõ ÷èñåë ðàâíà S. Äîêàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî
âûáðàòü íåñêîëüêî ÷èñåë òàê, ÷òîáû ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì
n < 100 ñóììà âûáðàííûõ ÷èñåë îòëè÷àëàñü îò nS

100
íå áîëåå ÷åì

íà 1
100

.
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6. Â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå ñ ðåáðîì, ðàâíûì 8, îòìå÷åíû 25 ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê: 4 âåðøèíû è 21 ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà âíóòðè òåòðà-
ýäðà. Íèêàêèå 4 îòìå÷åííûå òî÷êè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òåòðàýäð ñ âåðøèíàìè â îòìå÷åííûõ
òî÷êàõ, îáúåì êîòîðîãî ìåíüøå åäèíèöû.

7. Äàíû m ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà: A1, . . . , Am.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç |Ai| ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ai. Ðàññìîò-
ðèì íåðàâåíñòâî

n2

m
i,j,k=1

|Ai ∩ Aj ∩ Ak| ≥ (|A1|+ · · ·+ |Am|)3,

â êîòîðîì èíäåêñû i, j, k ïðîáåãàþò âñå çíà÷åíèÿ îò 1 äî m, òî
åñòü â ñóììå âñåãî m3 ñëàãàåìûõ.

15 à) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè m = 3.

25 á) Äîêàæèòå ýòî íåðàâåíñòâî ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì m.
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