
Инвариантная часть №1 
Задание: 
Процедура любого статистического вывода начинается с формулировки нулевой 
гипотезы. Сформулируйте статистические нулевые гипотезы для критерия хи-
квадрат и корреляции Пирсона. Можно ли сформулировать Н0 для хи-квадрата 
как “критерий хи-квадрат в генеральной совокупности равен 0”? Подробно 
порассуждайте над различиями в постановке H0 для критерия хи-квадрат и 
корреляции Пирсона с точки зрения их принадлежности к разным классам 
критериев и типов шкал, для которых эти методы подходят. В рассуждениях 
также сошлитесь на формулы расчета критериев (формулы можно не приводить 
в их математическом виде, но их важные для ответа элементы необходимо 
пояснить содержательно). Укажите, в каких числовых пределах рассчитываются 
критерии. Укажите теоретические распределения, на которые эти критерии 
опираются. Поясните процедуру переноса этих методов на генеральную 
совокупность, т. е. процедуру совершения собственно статистического вывода. 
Сравните процедуры совершения статистического вывода для критерия хи-
квадрат и корреляции Пирсона, указав хотя бы одно сходство и одно различие.  

Правильный ответ должен содержать следующие пункты: 
Н0 в общем виде формулируется как “связи нет / зависимости нет”. Поскольку 
критерий хи-квадрат является непараметрическим и измеряет связь между двумя 
любыми переменными вне зависимости от типа шкалы (номинальная, 
порядковая, интервальная), то Н0 для хи-квадрата формулируется так: связи 
между двумя переменными нет. Корреляция же является параметрическим 
методом и подходит только для интервальных / количественных переменных. Н0 
для корреляции: корреляция Пирсона в генеральной совокупности равна 0.  
Нет, нельзя сформулировать Н0 для хи-квадрата как “критерий хи-квадрат в 
генеральной совокупности равен 0”. Критерий хи-квадрат является 
непараметрическим методом, то есть он не проверяет конкретный числовой 
параметр и не сравнивает его с 0. Значение хи-квадрата по определению 
неотрицательно [0;+∞]. Но на практике оно почти всегда положительное, так как 
хи-квадрат, исходя из формулы, измеряет отклонения между наблюдаемыми и 
ожидаемыми частотами (при условии независимости) и возводит их в квадрат. 
Поскольку любая выборка имеет погрешности, даже при условии полной 
независимости в генеральной совокупности, скорее всего, на выборке будут 
наблюдаться некоторые отклонения наблюдаемых частот от ожидаемых - это 
случайные колебания. Соответственно, значение полученного на выборке хи-
квадрата не имеет смысла интерпретировать непосредственно или сравнивать с 
0, т. к. хи-квадрат является не характеристикой совокупности, а статистикой 
теста. 
Корреляция Пирсона же, напротив, является параметрическим методом, 
проверяющим числовой параметр, а именно равен ли рассчитываемый параметр 
0 в генеральной совокупности. Заметим, что выборочный коэффициент 
корреляции r почти всегда ненулевой. Поэтому ключевым является переход от 



выборочного r к параметру ρ, который уже, в свою очередь, интерпретируется 
содержательно: отклонение корреляции Пирсона в ту или иную сторону от 0 
свидетельствует не только о наличии, но и о тесноте и направлении связи. В 
формуле Пирсона в числителе из каждого значения первой переменной x 
вычитается среднее значение 𝑥̄𝑥, и каждое полученное выражение умножается на 
аналогичную разницу между y и 𝑦𝑦̄. Содержательно, Пирсон измеряет линейную 
согласованность данных: наблюдаются ли взаимные изменения у переменных? 
Отклоняется ли y от среднего 𝑦𝑦̄ всё больше или меньше при увеличении 
отклонения x от среднего 𝑥̄𝑥, или y вовсе остается неизменным? В знаменателе 
перемножаются суммы квадратов отклонений по x и y, благодаря чему 
происходит нормирование и коэффициент корреляции Пирсона рассчитывается 
в пределах [-1;1].  
Критерий хи-квадрат опирается на теоретическое распределение хи-квадрат. В 
случае, если рассчитанное значение хи-квадрата попадает в область редких 
значений теоретического распределения хи-квадрат (при заданных степенях 
свободы и определенном уровне значимости) при верности Н0, Н0 отвергается. 
Так, исследователь делает вывод о том, что наблюдаемые на выборке перекосы 
(т. е. отличия наблюдаемых частот и ожидаемых) настолько велики, что, скорее 
всего, имеют место и в генеральной совокупности, т. е. связь есть.  
Корреляция Пирсона для переноса на генеральную совокупность опирается на t-
распределение, которое, как известно, при увеличении размера выборки 
стремится к нормальному. Для совершения статистического вывода 
относительно коэффициента корреляции проводится стандартизация, т. е. 
рассчитывается конкретная t-статистика и сопоставляется со значением из t-
распределения при заданных степенях свободы и уровне значимости. Если t-
статистика превышает t-критическое по модулю, Н0 отвергается и мы аналогично 
с хи-квадратом констатируем о наличии связи между переменными. Однако есть 
и отличие от критерия хи-квадрат. Оно заключается в том, что означает t-
распределение в контексте корреляций: это распределение стандартизованной 
ошибки оценки r при верности Н0 (ρ = 0). То есть если взять множество 
случайных выборок из генеральной совокупности с ρ = 0 и для каждой вычислить 
t-статистику, то полученные значения t будут распределены согласно t-
распределению. Поэтому если наблюдаемая t-статистика оказывается большой
по модулю, это означает, что выборочный коэффициент корреляции отклонился
от значения, ожидаемого при H0, на такое число стандартных ошибок, которое
маловероятно при верности H0. Таким образом, несмотря на формальное
сходство процедуры для этих методов - постановка Н0, вычисление статистики
на выборке и сопоставление с известным распределением при верности Н0 -
следует понимать, что мы имеем дело с распределениями разных величин:
распределение хи-квадрат непосредственно отражает распределение разных
возможных значений хи-квадрата, а t-распределение иллюстрирует не значения
выборочных коэффициентов r, а стандартизованных ошибок оценки r.



Критерии оценивания (суммируются): 

Приведена Н0 для хи-квадрата 0,5 балла 

Приведена Н0 для Пирсона 0,5 балла 

Верный ответ на вопрос (“Нет”) с 
обоснованием 

3 балла 

Указана принадлежность методов к 
разным классам  

0,5 балла 

Указаны типы шкал для двух методов 1,5 балла 

Формула расчета критерия хи-квадрат 
пояснена и включена в рассуждения 

1,5 балла 

Формула расчета корреляции 
Пирсона пояснена и включена в 
рассуждения 

1,5 балла 

Указаны теоретические 
распределения 

0,5 балла 

Указаны числовые пределы 0,5 балла 

Указана процедура стат. вывода для 
хи-квадрата 

1 балл 

Указана процедура стат. вывода для 
корреляции 

1 балл 

Проведено сравнение по процедуре 
стат. выводов 

2 балла 
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Инвариантная часть №2 Мат.статистика.

Пусть X1, . . . , Xn ∼ U [a; 10], объем выборки n = 100. Для проверки гипотезы

H0 : a = 0, H1 : a > 0

используется статистика T = min{X1, . . . , Xn}. Уровень значимости составляет 5%.

1. Вычислите границу критической области теста.

2. Найдите p−value дляmin{Xi} = 0.1 и сделайте вывод на 5% уровне значимости.

Решение:

1. Если верна нулевая гипотеза H0 : a = 0, то Xi
i.i.d.∼ U [0, 10]. Функция распреде-

ления для одного наблюдения:

FX(x) =
x

10
, x ∈ [0, 10].

Для выборки объема n функция распределения минимума T = min(X1, . . . , Xn)

имеет вид:

FT (t) = P (T ≤ t) = 1− P (T > t) = 1− [P (Xi > t)]n .

Так как P (Xi > t) = 1− FX(t) = 1− t

10
, то при n = 100 получаем:

FT (t) = 1−
(
1− t

10

)100

, t ∈ [0, 10].

Уровень значимости α — это вероятность ошибки первого рода:

α = P (отвергнуть H0 | H0) = P (T > c | a = 0).

Следовательно,
α = 1− P (T ≤ c | a = 0) = 1− FT (c).

Подставляя выражение для FT (c), имеем:

0.05 = 1−
[
1−

(
1− c

10

)100]
=
(
1− c

10

)100
.

1− c

10
= (0.05)1/100.

c

10
= 1− (0.05)0.01.
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c

10
≈ 1− 0.9705 = 0.0295,

c ≈ 0.295.

2. Так как в гипотезе H1 рассматривается одностороняя альтернатива, а крити-
ческая область находится справа, то p− value вычисляется по формуле:

p-value = P (T > 0.1 | a = 0).

Используя функцию распределения, полученную в пункте (a), находим p −
value:

p− value = 1− FT (0.1) = 1−

[
1−

(
1− 0.1

10

)100
]
=

(
1− 0.1

10

)100

.

p− value = (1− 0.01)100 = (0.99)100.

(0.99)100 ≈ e−1.005 ≈ 0.366.

Сравниваем p-value с заданным уровнем значимости α = 0.05:

p− value ≈ 0.366 > 0.05.

Так как p − value превышает α, у нас нет достаточных оснований отвергнуть
нулевую гипотезу.

Критерии оценивания:

• Пункт 1 оценивался в 9 баллов. За верно найденную вероятность P(T < t)
ставилось 3 балла. За верно указанное распределение при справедливости ги-
потезы H0 давалось еще 3 балла. Оставшися 3 балла ставились за верно ре-
шенное уравнение и полученный численный ответ. Нестрогие арифметические
ошибки/опечатки штрафовались 1 баллом.

• Пункт 2 оценивался в 5 баллов. За выбор левосторонней или двусторонней кри-
тической области ставилось только 2 балла. Арифметическая ошибка штрафо-
валась 1 баллом.



Инвариантная часть №3

При каких значениях параметров 𝑡, 𝑘, 𝑚 линейная оболочка из 𝑅6, натянутая на векторы 

, будет содержать ненулевой вектор с наибольшим числом нулевых компонент. 

Чтобы найти значения 𝑡, 𝑘,𝑚  при которых линейная оболочка будет содержать вектор с 

нулевыми компонентами можно составить матрицу такую что ее строками будут векторы 

столбцы. Тогда при приведении этой матрицы к главному ступенчатому виду строчки 

матрицы будут представлять из себя векторы, Входящую в рассматриваемую линейную 

оболочку. 

Исходная матрица 𝑀1 = (
2 1 −1
−2 1 3
1 2 1

𝑡 𝑘 𝑚
𝑚 𝑡 𝑘
𝑘 𝑚 𝑡

). 

Матрица в главном ступенчатом виде 𝑀1
1 = (

1 0 −1
0 1 1
0 0 0

0 𝑚15 𝑚16
0 𝑚25 𝑚26
1 𝑚35 𝑚36

) 

Где 𝑚15 =
𝑘2+𝑚2+2𝑡2−2𝑘𝑚−𝑘𝑡−𝑚𝑡

4𝑘−3𝑚−5𝑡
𝑚16 =

−𝑘2−2𝑚2−𝑡2+𝑘𝑚+2𝑘𝑡+𝑚𝑡

4𝑘−3𝑚−5𝑡

𝑚25 =
2𝑘2−2𝑚2−𝑡2+𝑘𝑚+2𝑘𝑡−2𝑚𝑡

4𝑘−3𝑚−5𝑡
𝑚26 =

2𝑘2+𝑚2−2𝑡2+2𝑘𝑚−𝑘𝑡−2𝑚𝑡

4𝑘−3𝑚−5𝑡

𝑚35 =
−5𝑘+4𝑚−3𝑡

4𝑘−3𝑚−5𝑡
𝑚36 =

−3𝑘−5𝑚+4𝑡

4𝑘−3𝑚−5𝑡

Третья строка матрицы содержит наибольшее число нулей, чтобы увеличить их 

количество в третьей строке необходимо смещать позицию главного(ведущего) 

элемента по столбцам вправо. Т.е. составить уравнение 4𝑘 − 3𝑚 − 5𝑡 = 0 или 

𝑡 =
−3𝑚+4𝑘

5

Далее необходимо составить матрицу 𝑀2 =

(

 
 2 1 −1
−2 1 3
1 2 1

−3𝑚+4𝑘

5
𝑘 𝑚

𝑚
−3𝑚+4𝑘

5
𝑘

𝑘 𝑚
−3𝑚+4𝑘

5 )

 
 

. 



И привести ее к главному ступенчатому виду: 𝑀2
1 = (

1 0 −1
0 1 1
0 0 0

𝑚14
∗ 0 𝑚16

∗

𝑚24
∗ 0 𝑚26

∗

0 1 𝑚36
∗
) 

Где 𝑚14
∗ =

𝑘−2𝑚

5
 𝑚16

∗ = −
46𝑘2+62𝑚2−74𝑘𝑚

37𝑘−29𝑚
 

 𝑚24
∗ =

2𝑘+𝑚

5
 𝑚16

∗ =
97𝑘2−17𝑚2−148𝑘𝑚

37𝑘−29𝑚
 

  𝑚16
∗ =

−𝑘+37𝑚

37𝑘−29𝑚
 

Чтобы сместить главный(ведущий) элемент по столбцам вправо еще раз необходимо 

составить уравнение 37𝑘 − 29𝑚 = 0. 

Таким образом, чтобы линейная оболочка содержала вектор из 5 нулей необходимо 

чтобы 𝑡, 𝑘,𝑚 были решением системы линейных уравнений:{
4𝑘 − 3𝑚 − 5𝑡 = 0
37𝑘 − 29𝑚 = 0

 

В векторном виде: (
𝑘
𝑚
𝑡
) = 𝛼 (

29
37
1
) 



Баллы Критерии
13-14 Полностью выполненная работа с

математическими выкладками, которая
содержит ответ на основной вопрос задачи, а
также ограничения и найденные значения
параметров. Допускаются небольшие
неточности при оформлении или иные мелкие
недочеты

10-12 Работа содержит правильный ход решения, но
имеются арифметические ошибки и/или еще
набор недочетов

7-9 Работа содержит частичные правильные
фрагменты решения либо без финального
ответа, либо с не совсем верными выводами

4-6 Решение содержит неполные математические
выкладки и/или неверные выводы

0-3 Решение либо отсутствует, либо содержится
только начальный этап. Ответа на поставленный
вопрос задачи нет или работа решена с
помощью ИИ
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