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В08 Дифференциальные уравнения 1

Дано дифференциальное уравнение 𝑥𝑦′ − 𝑦2 = −(2𝑥 + 1)𝑦 + 𝑥2 + 2𝑥.

(1) Найдите все линейные решения этого уравнения.

(2) Используя пункт (1), найдите решение этого уравнения, удовлетворя-
ющее условию 𝑦(1) = −1.

Ответ. (1) 𝑦(𝑥) = 𝑥 и 𝑦(𝑥) = 𝑥 + 1. (2) 𝑦(𝑥) = 𝑥 +
2

2− 3𝑥
, 𝑥 ∈

[︂
2

3
,∞

)︂
.

Проверка ответа в WolframAlpha (кликабельно).

Решение.

1. Найдем линейные решения 𝑦(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 имеет данное уравнение.
Подстановка дает:

𝑥𝑎− (𝑎𝑥+ 𝑏)2 = −(2𝑥+ 1)(𝑎𝑥+ 𝑏) + 𝑥2 + 2𝑥,

откуда ⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑎2 = −2𝑎+ 1

𝑎− 2𝑎𝑏 = −𝑎− 2𝑏+ 2

−𝑏2 = −𝑏,

что дает 𝑎 = 1 и 𝑏 ∈ {0, 1}. Итак, линейные решения – это 𝑦(𝑥) = 𝑥 и
𝑦(𝑥) = 𝑥+ 1.

2. Ни одно из линейных решений не удовлетворяет начальному условию
𝑦(1) = −1. Ищем другое решение. Можно заметить, что это уравнение

Рикатти, решение которого можно найти в виде 𝑦 = 𝑦1+
1

𝑢
, где 𝑦1 есть

некоторое фиксированное решение (эта замена приводит к уравнению
с разделяющимися переменными). Выбираем 𝑦1 = 𝑥 (это решение най-

дено в первом пункте). Таким образом, положим 𝑦 = 𝑥 +
1

𝑢
, причем

мы можем сразу воспользоваться начальным условием 𝑦(1) = −1. Оно

дает начальное условие на 𝑢: 𝑢(1) = −1

2
.

1

https://www.wolframalpha.com/input?i2d=true&i=xy%27-Power%5By%2C2%5D%3D-%5C%2840%292x%2B1%5C%2841%29y%2BPower%5Bx%2C2%5D%2B2x%5C%2844%29+y%5C%2840%291%5C%2841%29%3D-1


Подстановка и последующие сокращения дают следующее уравнение
на 𝑢 (с разделяющимися переменными):

𝑢′ =
𝑢− 1

𝑥
.

Стандартными методами находим его решение с условием 𝑢(1) = −1

2
:

𝑢(𝑥) = 1− 3𝑥

2
.

Окончательно имеем: 𝑦(𝑥) = 𝑥+
2

2− 3𝑥
, 𝑥 ∈

(︂
2

3
,∞

)︂
.

Замечание. Существует много различных способов решать уравнения
Рикатти. Например, можно было бы искать решение в виде дробно-рацио-
нальной функции (что часто приводит к успеху). С другой стороны, при
известном частном решении 𝑦1 заменой 𝑦 = 𝑦1 + 𝑢 уравнение Рикатти
можно привести к уравнению Бернулли. Самым быстрым был бы способ,
опирающийся на следующий факт. Пусть 𝑦1 и 𝑦2 – два решения уравнения
Рикатти 𝑦′ = 𝑃 (𝑥)𝑦2 +𝑄(𝑥)𝑦 +𝑅(𝑥). Тогда общее решение можно найти
по формуле:

𝑦 − 𝑦1
𝑦 − 𝑦2

= 𝐶𝑒
∫︀
𝑃 (𝑥)(𝑦1−𝑦2) 𝑑𝑥.

В нашем случае (при 𝑦1 = 𝑥+ 1 и 𝑦2 = 𝑥) это при положительных значе-
ниях 𝑥 дает:

𝑦 − 𝑥− 1

𝑦 − 𝑥
= 𝐶𝑒

∫︀
𝑑𝑥
𝑥 = 𝐶𝑥,

откуда

𝑦 = 𝑥+
1

1− 𝐶𝑥
.

Условие 𝑦(1) = −1 позволяет найти 𝐶 =
3

2
, что приводит к тому же

самому ответу.

Критерии.

1. Верно найдены линейные решения – 3 балла.

2. Выбрана верная стратегия поиска решения в виде 𝑦 = 𝑥 +
1

𝑢
(или

какая-либо другая) – 1 балл.

3. Верно найдено уравнение на вспомогательную функцию – 2 балла.

4. Окончательные вычисления произведены верно – 1,25 балла (из кото-
рых 0,25 балла за указание области определения).

5. За использование факта из Замечания – 3 балла (вместо 2 + 1 = 3
баллов из пп. 2 – 3).

(*) Если участник выбрал иной способ решения, его ответ оценивается в
индивидуальном порядке.

2



В04 Математический анализ 1

Вычислите предел

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
(𝑛+ 1)(𝑛+ 2) . . . (𝑛+ 𝑛)

𝑛

Ответ.
4

𝑒
.

Решение. Обозначим 𝑥𝑛 =
𝑛
√︀

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2) . . . (𝑛+ 𝑛)

𝑛
. Тогда

ln(𝑥𝑛) =
1

𝑛
·

𝑛∑︁
𝑖=1

ln

(︂
1 +

𝑖

𝑛

)︂
.

Это интегральная сумма для интеграла
∫︁ 2

1

ln(𝑥) 𝑑𝑥. Поэтому

lim
𝑛→∞

ln(𝑥𝑛) =

∫︁ 2

1

ln(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑥(ln(𝑥)− 1)|21 = 2 ln(2)− 1.

Значит, в силу непрерывности экспоненты

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑒2 ln(2)−1 =
4

𝑒
.

Критерии.

1. Идея свести вычисление предела к интегральной сумме – 4 балла.

2. Вычисление соответствующей интегральной суммы и получение окон-
чательного верного ответа – 3,25 балла.

(*) Если участник выбрал иной способ решения, его ответ оценивается в
индивидуальном порядке.
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В05 Математический анализ 2

Для каждого действительного параметра 𝑎 найдите наименьшее значение,

которое может принять интеграл
∫︁ 1

0

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥, если 𝑓(𝑥) – непрерывная

функция и
∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑎.

Ответ. 4𝑎2.

Решение. Заметим, что∫︁ 1

0

𝑓(𝑥)(1− 3𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥− 3

∫︁ 1

0

𝑥𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = −2𝑎.

Отсюда по интегральному неравенству Коши имеем:

(−2𝑎)2 ⩽
∫︁ 1

0

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥 ·
∫︁ 1

0

(1− 3𝑥)2 𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥.

Следовательно,
∫︁ 1

0

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥 ⩾ 4𝑎2.

Остается подобрать функцию 𝑓(𝑥), для которой
∫︁ 1

0

𝑓2(𝑥) 𝑑𝑥 = 4𝑎2. Она

находится уже среди линейных функций. Действительно, положим 𝑓(𝑥) =
𝑎(6𝑥− 2). Тогда∫︁ 1

0

𝑎(6𝑥− 2) 𝑑𝑥 = 𝑎,

∫︁ 1

0

𝑎𝑥(6𝑥− 2) 𝑑𝑥 = 𝑎,

∫︁ 1

0

(𝑎(6𝑥− 2))2 𝑑𝑥 = 4𝑎2.

Замечание. Задачу достаточно было решить для 𝑎 = 1, а затем результат
умножить на 𝑎2.

Критерии.

1. Верно получена оценка снизу – 4 балла.

2. Верно обоснована ее достижимость – 3,25 балла.

(*) Если участник выбрал иной способ решения (например, методами ва-
риационного исчисления), его ответ оценивается в индивидуальном
порядке.
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Задача В9 (Математическая статистика 1): 7.25 баллов.
Банк запускает новую платную премиум-подписку для клиентов. Клиентская база неодно-

родна по доходам: по оценкам аналитического отдела, клиенты с высоким доходом (группа H)
составляют около 20%, а остальная часть представлена клиентами со средним достатком (группа
M). Для клиентов группы M вероятность покупки известна из исторических данных и примерно
равна 𝑞 = 0.08. Для клиентов группы H вероятность покупки подписки неизвестна и равна 𝑝.
Решения о покупке подписки принимаются клиентами независимо друг от друга.

Для тестирования спроса банк делает предложения о подписке 1000 случайно отобранным
клиентам. В результате рассылки 106 клиентов приобрели подписку.

1. (5.25 баллов) Найдите оценку максимального правдоподобия для параметра 𝑝 — вероятно-
сти совершения покупки клиентами с высоким доходом.

2. (2 балла) Оцените вероятность того, что случайно выбранный клиент банка приобретет
подписку.

Решение.

1. Вероятность покупки для случайного клиента вычисляется по формуле полной вероятности:

P(Покупка) = P(𝐻) · 𝑝+ P(𝑀) · 𝑞 = 0.2𝑝+ 0.8× 0.08 = 0.2𝑝+ 0.064

Запишем функцию правдоподобия:

𝐿(𝑝) =
(︀
0.2𝑝+ 0.064

)︀106(︀
1− 0.2𝑝− 0.064

)︀894
Перейдем к логарифму функции правдоподобия:

ℓ(𝑝) = ln𝐿(𝑝) = 106 ln(0.2𝑝+ 0.064) + 894 ln(0.936− 0.2𝑝)

F.O.C:
𝜕ℓ

𝜕𝑝
=

106× 0.2

0.2𝑝+ 0.064
+

894× (−0.2)

0.936− 0.2𝑝

𝜕ℓ

𝜕𝑝
= 0 ⇒ 21.2

0.2𝑝+ 0.064
=

178.8

0.936− 0.2𝑝

21.2 · (0.936− 0.2𝑝) = 178.8 · (0.2𝑝+ 0.064)

𝑝 =
8.4

40
= 0.21

S.O.C.:

𝜕2ℓ

𝜕𝑝2
= − 4.24

(0.2𝑝+ 0.064)2
− 35.76

(0.936− 0.2𝑝)2
< 0

⇒ 𝑝ММП = 0.21

Пункт оценивался в 5.25 баллов: 1 балл за вычисление вероятности покупки для случайного
клиента, 2.25 баллов за запись функции правдоподобия, 2 балла за получение оценки и
ее реализации. Если в ремшении не использовался метод максимального правдоподобия,
ставилось 0 баллов.

2. Пользуясь свойством инвариантности оценок ММП, вероятность покупки можно состоя-
тельно оценить следующим образом:

P̂(Покупка) = P(𝐻) · 𝑝+ P(𝑀) · 𝑞 = 0.2𝑝+ 0.8× 0.08 = 0.2× 0.21 + 0.064 = 0.106

Пункт оценивался в 2 балла, за арифметические ошибки снималось до 0.5 баллов. Если
оценивалась не та вероятность (например, условная), ставилось 0 баллов.
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Задача В10 (Математическая статистика 2): 7.25 баллов
Экономисты считают, что новая программа льготного кредитования должна повысить рен-

табельность малых предприятий. Без программы рентабельность случайно взятого предприятия
(в процентах) хорошо описывается нормальным распределением с математическим ожиданием
10 и дисперсией 4. Предполагается, что после принятия программы математическое ожидание
рентабельности предприятия увеличивается на 𝜃 (𝜃 > 0), а дисперсия рентабельности увеличи-
вается в 𝜃2 раз.

Программу опробовали на 900 случайно отобранных малых предприятиях. Средняя рента-
бельность по выборке после участия в программе составила 11.2%.

1. (5 баллов) Постройте 95%-й правый доверительный интервал. для параметра 𝜃. Вычислите
реализацию интервала по предоставленным выборочным данным.

2. (2.25 баллов) Оппоненты программы утверждают, что эффект на рентабельность не превы-
шает 1 процентный пункт (𝜃 <= 1). Проверьте данное утверждение против альтернативы
о том, что эффект от программы на самом деле больше на 5% уровне значимости.

Справка. Квантили нормального распределения: 𝑧0.9 ≈ 1.282, 𝑧0.95 ≈ 1.645, 𝑧0.975 ≈ 1.96,
𝑧0.99 ≈ 2.326, 𝑧0.995 ≈ 2.576.

Решение:

1. После принятия программы: 𝑋𝑖 ∼ 𝒩 (10 + 𝜃, 4𝜃2).
Тогда

𝑋𝑛 − (10 + 𝜃)
2𝜃√
𝑛

∼ 𝒩 (0, 1)

Для правостороннего 95% ДИ:

P

(︃
𝑋𝑛 − (10 + 𝜃)

2𝜃√
𝑛

≤ 𝑧0.95

)︃
= 0.95

Решая неравенство относительно 𝜃:

𝑋𝑛 − 10− 𝜃 ≤ 2𝜃𝑧0.95√
𝑛

𝑋𝑛 − 10 ≤ 𝜃

(︂
1 +

2𝑧0.95√
𝑛

)︂
Следовательно,

𝜃 ≥ 𝑋𝑛 − 10

1 + 2𝑧0.95√
𝑛

Доверительный интервал: [︃
𝑋𝑛 − 10

1 + 2𝑧0.95√
𝑛

, +∞

)︃

Реализация: [ 1.081, +∞) .

Пункт оценивался в 5 баллов: 3 балла за получение формулы доверительного интервала,
2 балла за реализацию. Если был построен симметричный или левосторонний доверитель-
ный интервал вместо правостороннего, максимально ставилось 2 балла. За арифметические
ошибки снималось до 1 балла.

2. Поскольку весь доверительный интервал лежит правее 1, 𝐻0 отвергается на уровне значи-
мости 5%, то есть имеются статистические основания утверждать, что истинный эффект
программы превышает порог в 1 процентный пункт.
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Альтернативно можно протестировать гипотезу напрямую, используя тестовую статистику
из первого пункта.

Пункт оценивался в 2.25 баллов, принимались оба варианта решения при наличии доста-
точного обоснования. Арифметические ошибки штрафовались в 1 балл.

Задача В6 (Линейная алгебра): 7.25 баллов
На доске изображена пустая таблица 𝑛×𝑛, где 𝑛 = 2026. Аня и Даня по очереди заполняют её

клетки числами, причем Даня всегда уступает Ане первый ход. На каждом ходу игрок выбирает
любую пустую клетку и вписывает в неё либо 0, либо 1. Игра заканчивается, как только матри-
ца оказывается полностью заполнена. Если итоговая матрица является обратимой, выигрывает
Аня, а если нет, то Даня. Определите, у кого из игроков всегда есть выигрышная стратегия,
гарантирующая победу вне зависимости от действий соперника?

Решение.
У Дани (второго игрока) есть беспроигрышная стратегия. Цель Дани – добиться того, чтобы

определитель итоговой матрицы был равен нулю. Этого можно достичь, если две строки (или два
столбца) матрицы станут идентичными. Выигрышная стратегия устроена следующим образом:

1. Пользуясь тем, что число строк – четное, мысленно разбиваем все строки матрицы на пары,
например: (строка 1 и строка 2), (строка 3 и строка 4), ..., (строка 2025 и строка 2026).

2. Каждый раз, когда Аня делает ход, Дане следует выполнить зеркальный ход в парной
строке. Если Аня ставит число 𝑥 ∈ {0, 1} в позицию (𝑖, 𝑗), Даня ставит такое же число в
позицию (𝑖′, 𝑗) , где 𝑖′ – это строка, парная строке 𝑖.

3. Если Аня попытается схитрить и записать число в «ответную» строку (например, строка
2), Даня может выполнить зеркальное действие в другой строке этой пары (строка 1).

Поскольку 𝑛 = 2026 четно, каждый раз, когда Аня делает ход, в соответствующей парной
строке всегда найдется пустая ячейка, в которую Даня может скопировать то же число. К мо-
менту заполнения матрицы строка 1 будет идентична строке 2, строка 3 – строке 4, и так далее, а
значит определитель результирующей матрицы будет равен нулю, и матрица будет необратимой.

7.25 выставлялось за полный подробный ответ. До 5 баллов ставилось за наличие верных ша-
гов к решению, но недостаточное обоснование стратегии Дани (в ответ на произвольные действия
Ани). 0 баллов ставилось за неверный ответ или ответ без обоснования.
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           Рисунок 1. Рисунок для  
             постановки задачи 
 
 
Пояснения к решению. Для проверки принимаются только хорошо обоснованные ответы. Указание 
размеров прямоугольников и объема коробки без обоснования не рассматриваются, как решение 
задачи.  

Решение задачи 
Обозначим длины сторон вырезаемого прямоугольника как 𝑥𝑥,𝑦𝑦. Очевидно, что 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ �0, 𝐷𝐷

2
�. Объем 

коробки 𝑉𝑉(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑥𝑥,𝑦𝑦)(𝐷𝐷 − 2𝑥𝑥)(𝐷𝐷 − 2𝑦𝑦). Возникает две области (I и II) для поиска 
экстремумов (см. Рисунок 2). Рассмотрим область I. 𝑉𝑉𝐼𝐼(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥(𝐷𝐷 − 2𝑥𝑥)(𝐷𝐷 − 2𝑦𝑦). Внутри данной 
области функция  𝑉𝑉𝐼𝐼(𝑥𝑥,𝑦𝑦) не имеет экстремумов.  
На границах 𝑥𝑥 = 0 и 𝑦𝑦 = 𝐷𝐷

2
   𝑉𝑉𝐼𝐼(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 0, т.е. принимает минимально возможное значение для 

объема. Аналогичная ситуация наблюдается в области II.  

 
Рисунок 2. Ограничения 

 
Остается граница 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦. Для нее функция объема имеет вид 𝑉𝑉 = 𝑥𝑥(𝐷𝐷 − 2𝑥𝑥)2. Несложно показать, что 

максимум достигается в точке 𝑥𝑥𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝑦𝑦𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐷𝐷
6
. Максимальный объем равен 𝑉𝑉𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝐷𝐷3
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Критерии оценивания. 

1. Доказательство факта x=y — 4 балла 
2. Вычисление максимального объема — 3,25 
3. Если участник выбрал иной способ решения, его ответ оценивается в 

индивидуальном порядке. 

Постановка задачи 
Дан квадратный лист картона со стороной равной D 
(см. Рисунок). Необходимо вырезать прямоугольные 
фрагменты картона одинакового размера для того, 
чтобы из оставшегося картона сложить коробку 
максимального объема. Некоторые стенки могут 
выступать за пространство коробки, Отверстий в 
стенках коробки быть не должно. 
Следует определить размеры прямоугольных 
фрагментов и рассчитать объем коробки. 



Высшая лига, НИУ ВШЭ

Вариативная часть. Теория вероятностей.

Два курьера одновременно выезжают с пункта выдачи заказов, чтобы доставить по-
сылки в разные районы города. Время доставки (включая дорогу и передачу посылки
клиенту) распределено экспоненциально, причем время доставки одного курьера не
зависит от времени доставки другого. Первый курьер в среднем доставляет посылку
за 20 минут, а второй — за 25 минут.

(a) С какой вероятностью первый курьер доставит посылку раньше второго?

(б) Диспетчер в случайный момент времени, равномерно распределенный на про-
межутке [0;40] минут от момента выезда курьеров, связывается с ними для
проверки местонахождения. Какова вероятность того, что к этому моменту оба
курьера уже успеют доставить свои посылки и освободятся для нового заказа?

(в) Как распределено время до того момента, как самый первый из курьеров до-
ставит свою посылку?

Решение:

(а) Пусть T1 — время доставки первого курьера, а T2 — время доставки второго ку-
рьера. По условию T1 ∼ Exp(λ1 =

1
20
), T2 ∼ Exp(λ2 =

1
25
). Случайные величины

T1 и T2 независимы.

Вероятность того, что первый курьер доставит посылку раньше второго равна

P(T1 < T2) =

∫ ∞
0

∫ t2

0

fT1(t1) fT2(t2) dt1dt2 =

∫ ∞
0

λ2e
−λ2t2

(∫ t2

0

λ1e
−λ1t1dt1

)
dt2

=

∫ ∞
0

λ2e
−λ2t2

(
1− e−λ1t2

)
dt2 =

∫ ∞
0

λ2e
−λ2t2dt2 −

∫ ∞
0

λ2e
−(λ1+λ2)t2dt2

= 1− λ2
λ1 + λ2

=
λ1

λ1 + λ2
=

1/20

1/20 + 1/25
=

1/20

9/100
=

100

180
=

5

9
.

(б) Момент связи диспетчера T ∼ U [0, 40] (минут), T не зависит от T1, T2.

Вероятность того, что к моменту времени T ∼ U [0, 40] оба курьера уже освобо-
дились вычисляется как

P(T1 ≤ T, T2 ≤ T ) =

∫ 40

0

P (T1 ≤ t, T2 ≤ t) · 1
40
dt

=
1

40

∫ 40

0

(
1− e−λ1t

)(
1− e−λ2t

)
dt

=
1

40

∫ 40

0

(
1− e−λ1t − e−λ2t + e−(λ1+λ2)t

)
dt

=
1

40

[
t+

e−λ1t

λ1
+
e−λ2t

λ2
− e−(λ1+λ2)t

λ1 + λ2

]40
0

=
1

40

(
40 +

e−40λ1

λ1
+
e−40λ2

λ2
− e−40(λ1+λ2)

λ1 + λ2
−
( 1

λ1
+

1

λ2
− 1

λ1 + λ2

))
.



Высшая лига, НИУ ВШЭ

Подставляем λ1 = 1/20, λ2 = 1/25, λ1 + λ2 = 9/100:

P =
1

40

(
40 + 20e−2 + 25e−1.6 − 100

9
e−3.6 −

(
20 + 25− 100

9

))
≈ 0.339.

Таким образом, вероятность того, что к случайному моменту времени оба ку-
рьера уже доставили посылки, составляет примерно 0.339.

(в) Обозначим через Y время до первого доставленного заказа, то есть Y = min(T1, T2).
Для независимых экспоненциальных случайных величин минимум также име-
ет экспоненциальное распределение (можно использовать как известный факт,
можно было вывести) с параметром , равным сумме параметров:

Y ∼ Exp(λ1 + λ2).

Плотность распределения определяется как

fY (t) = (λ1 + λ2)e
−(λ1+λ2)t, t ≥ 0,

а функция распределения равна

FY (t) = 1− e−(λ1+λ2)t = 1− e−0,09t, t ≥ 0.

Таким образом, время до первой доставленной посылки имеет экспоненциаль-
ное распределение с параметром 0, 09.

Критерии оценивания:

– Пункт (а) весит 1,75 балла. Арифметические ошибки штрафовались 0,5
балла (неверно посчитанные интегралы, ошибка в пересчёте параметра
интенсивности при переходе от минут к часам).

– Пункт (б) весит 3,25 балла. Арифметические ошибки штрафовались 1 бал-
лом. Если вычислялась вероятность неверного события (к примеру, что
минимум из времени доставки должен быть меньше T , то решение не за-
считывалось.

– Пункт (в) весит 2,25 балла. Арифметические ошибки штрафовались 0,5
балла.



В12 Задание 1 

Перед Вами стоит задача определить, какая из двух студенческих групп более способна на 
коллективное действие. Опишите и обоснуйте Ваш план и порядок действий. Какие 
метрики и вопросы Вы будете использовать и как собираетесь анализировать полученные 
данные? 

Критерии 

Дано представление о коллективном действии, его проявлениях и социальном значении. В 
метриках учтены не только характеристики членов группы, но и структурные 
характеристики группы как социального образования. Представлены релевантные и 
адекватные примеры вопросов для измерения значений этих метрик. Представлен общий 
план расчётов по собранным данным. – 58-40 баллов 

Не все вышеперечисленные параметры представлены в ответе. Есть ошибки или 
неубедительные описания элементов общего плана исследования. – 39-20 баллов 

Представлен лишь общий план ответа, без должной детализации, либо обнаружены 
грубые ошибки. – менее 20 баллов 

 

В13 Задание 2 

В ходе опроса респондентам был задан следующий вопрос: «Как Вы оцениваете 
вероятность следующих проблем в Вашей жизни в течение следующих 12 месяцев?» 
Варианты ответов: 1) полностью уверен, что случится, 2) скорее случится, 3) скорее не 
случится, 4) полностью уверен, что не случится, 5) затрудняюсь ответить. 

Ответы четырёх респондентов представлены в таблице 

 

Слишком сильное подорожание привычных товаров 1 2 3 2 
Невозможность получить качественную бесплатную медицинскую помощь 4 2 2 3 
Исчезновение из магазинов привычных товаров 2 5 3 3 
Снижение доходов 3 3 3 1 
Невозможность оплатить обучение детей или взрослых членов семьи 4 3 2 2 
Невозможность осуществить выплаты по кредитам / долгам 3 5 1 2 
Увеличение количества поддельных товаров 1 5 4 3 
Сложности с путешествиями из-за роста цен на билеты 2 5 4 2 
Потеря работы, невозможность устроиться на работу 4 5 4 1 
Ухудшение качества доступных товаров и услуг 1 2 3 3 
Ухудшение жилищных условий 3 5 2 3 
Недоступность многих технических новинок 1 3 4 3 
Вынужденный переезд в другой город / в другую страну 2 4 1 4 
Задержки с выплатой зарплаты или пенсий 4 2 3 1 
Конфликты в семье, с близкими людьми 3 5 1 4 
 

Как можно обнаружить и оценить закономерности в ответах респондентов на эти 
вопросы? Продемонстрируйте процедуру расчётов на представленных в таблице 4 
респондентах (полностью расчёты приводить не обязательно). 



Сделайте и обоснуйте предположения о возможных закономерностях в ответах 
респондентов. Чем они могут объясняться? 

Критерии 

В ответе предложены адекватные способы анализа такого типа данных (многомерные 
методы, вроде факторного и кластерного анализа). Даны представления о них и описана 
процедура расчётов, в т.ч. на примере представленного куска первичных данных. 
Представлены гипотезы о структуре данных: даны логически обоснованные 
предположения о группировке вопросов согласно их содержанию и ответам респондентов. 
Предложены социологически релевантные объяснения подобной структуре данных. – 58-
40 баллов 

В ответе даны лишь общие, без деталей, представления об упомянутых выше методах 
анализа, однако автор продемонстрировал социологические подходы и аргументацию при 
интерпретации данных. Не все видимые элементы структуры данных были подмечены 
автором, что выражается в упрощённых или не до конца обоснованных гипотезах. Ответу 
не хватает обоснованных предположений о причинах представленных закономерностей в 
ответах респондентов. – 39-20 баллов 

Представлен лишь общий план ответа, без должной детализации, либо обнаружены 
грубые ошибки. – менее 20 баллов 

 



Критерии оценивания:

12 баллов: представлен корректный алгоритм сложности не более O(n+m) в среднем с

корректной оценкой памяти не более O(n).

10-11 баллов: представлен корректный алгоритм сложности не выше, чем

O((n+m)*log(n+m)) в среднем, но при описании алгоритма имеются некритические

неточности.

5-9 баллов: представлен корректный алгоритм сложности не выше, чем O((n+m)*(n+m))

в среднем, алгоритм описан не полностью, может быть неоднозначно истрактован,

отсутствует оценка использования памяти.

1-4 балла: представлен некорректный алгоритм, некоторые этапы или идеи которого

верны.

Решение:

Обозначим длины строк s1, s2 как n и m соответственно. Далее, опишем алгоритм по

шагам.

1. Построение суффиксного автомата для строки s1.

Суффиксный автомат — это конечный автомат, принимающий все суффиксы строки s1.

Каждое состояние автомата соответствует некоторому набору подстрок, имеющих

одинаковые множества позиций вхождения. Автомат строится инкрементально

добавлением символов строки s1 по одному.

Каждое состояние автомата хранит:

- максимальную длину подстрок, соответствующих данному состоянию (далее, len);

- ссылку на состояние, соответствующее самому длинному суффиксу текущей

подстроки, который также является подстрокой s1 (далее, link);

- отображение (ассоциативный массив, словарь) из символа в состояние, куда

происходит переход по этому символу (далее, next).

- последнее добавленное состояние, которое соответствует текущему префиксу строки

(далее, last).

В начальном состоянии length = 0, link = -1.

Для каждого символа char строки s1:

1. создаём новое состояние cur, len[cur] = len[last]+1;

2. идём от состояния last по суффиксным ссылкам link до тех пор, пока не

найдём состояние p, у которого есть переход по символу char, либо не дойдём до корня



(состояние -1). Для каждого пройденного состояния p, у которого нет перехода по char,

устанавливаем p.next[char] = cur.

3. если дошли до корня (p = -1), то полагаем cur.link = 0;

4. иначе пусть q — состояние, куда ведёт переход из p по char;

- если len[p]+1 = len[q], то link[cur] = q;

- иначе создаём копию (далее, clone) состояния q;

- копируем переходы и суффиксную ссылку из q в clone;

- присваиваем len[clone] = len[p]+1;

- для всех состояний, у которых переход по char вёл в q,

перенаправляем его в clone (поднимаемся по суффиксным ссылкам от p);

- устанавливаем link[q] = clone, link[cur] = clone;

5. обновляем last = cur.

После обработки всех символов строки s1 автомат готов.

Оценка сложности шага 1: если алфавит фиксирован и невелик

(существенно меньше длины строки с точки зрения порядка), то

переходы можно хранить в массиве размером с длину алфавита

(расходы на память не зависят от длины строки). Таким образом на

обработку символа потребуется O(1) действий. Альтернативно,

можно использовать хеш-таблицу, тогда время на один переход

амортизированно составит O(1). Количество состояний в

автомате не превышает 2n−1. Итоговая сложность построения

линейна (при допущении малого размера алфавита относительно

длины строки).

2. После построения суффиксного автомата для s1, проходим по строке s2. Храним

текущее состояние v (изначально корень, v = 0) и текущую длину l совпадающей

подстроки, максимальную длину (ответ) храним в maxlen.

Для каждого символа char из s2:



- если существует переход v.next[char], то переходим в это состояние,

увеличиваем l на 1;

- иначе, пока v не корень и нет перехода по char, переходим по суффиксной

ссылке v = v.link. При этом l устанавливаем равным v.len (максимальная длина,

соответствующая новому состоянию). Если после этого перехода v стал корнем и у

него нет перехода по char, то v = 0, l = 0;

- если переход v.next[char] существует), то переходим: v = v.next[char], l = l + 1,

обновляем maxlen = max(maxlen, l).

После обработки всей строки s2​ значение maxlen является искомой максимальной

длиной общей подстроки.

Оценка сложности шага 2: каждый символ s2 обрабатывается за амортизированное

константное число переходов и обращений к словарю.

Итого: результирующая сложность составляет O(n+m), память

также линейна по длине строки s1 (для хранения состояний

автомата ≤ 2n−1), остальные расходы по памяти (массив переходов)

константны.



Решение задачи по Численным методам 

           Проинтегрируем по частям 

𝐼𝑛 = ∫ 𝑥𝑛𝑒1−𝑥𝑑𝑥
1

0

 

получим  

                                                                         𝐼𝑛 = 𝑛𝐼𝑛−1 − 1.                                                     (1) 

Отсюда можно вывести формулу для погрешности 

Δ𝑛 = 𝑛Δ𝑛−1, 

где 

    Δ𝑛 = |𝐼𝑛
∗ − 𝐼𝑛|. 

Применяя эту формулу рекуррентно, получим 

                                                                Δ𝑛 = 𝑛! Δ0                                                           (2) 

Мы видим, что ошибка в случае прямой рекурсии быстро растет с ростом n. Обратная рекурсия 

дает ошибку 

Δ𝑛−1 = Δ𝑛/𝑛 

Таким образом, ошибка убывает с ростом n в случае обратной рекурсии, поэтому обратная 

рекурсия оказывается предпочтительней.  

Сделаем оценку погрешности для прямой рекурсии и посчитаем интеграл при n=10. При 

n=0 получим 

𝐼0 = 𝑒 − 1 

Округляя до 6 значащих цифр, получим 

𝐼0
∗ = 1,71828. 

Таким образом 

                                                                           Δ0 ≈ 2 ∙ 10−6                                                      (3) 

Видно, что ошибка станет больше 1, когда n! будет порядка 106. При n=10 имеем n!=3628800. 

Тогда подставляя выражение (3) в формулу (2) получим   

                                                                             Δ10 ≈ 7.                                                             (4)                               

Действительно, применяя формулу (1) с учетом округления до 6 значащих цифр получим 

𝐼10
∗ = −6,5360 

Но данный интеграл должен быть положительным числом 

𝐼10 ≈ 0,1. 

Результат примерно согласуется с нашей оценкой погрешности (4).   



Критерии оценки задачи по численным методам 

1. Оценка 1 балл ставится, если сделана попытка решения задачи, записана хотя бы одна 

верная формула 

2. Оценка 4 балла ставится, если правильно выведена итерационная формула, но не 

вычислены интегралы  

 𝐼𝑛+1 = 𝑛𝐼𝑛 − 1 

3. Оценка 10 баллов ставится, если правильно выведено рекуррентное соотношение, 

показано, что погрешность обратной рекурсии меньше, чем погрешность прямой 

рекурсии, но допущены ошибки при вычислении интегралов 𝐼𝑛 в 6 разрядной арифметике, 

допущены ошибки при округлении, дана неверная оценка погрешности 

4. Оценка 12 баллов ставится, если все условия задачи выполнены, выведена 

аналитическая формула, правильно вычислены все интегралы, показано, что погрешность 

обратной рекурсии меньше погрешности прямой рекурсии 



Çàäà÷à

Âðåìÿ ðàáîòû ïðèáîðà äî îòêàçà ðàñïðåäåëåíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ïàðà-
ìåòðîì λ = 0.1. Ïîñëå îòêàçà ïåðåêëþ÷àþùåå óñòðîéñòâî ñ âåðîÿòíîñòüþ
p = 0.7 ïåðåâîäèò ïðèáîð â ðåìîíò, äëèòåëüíîñòü êîòîðîãî ýêñïîíåíöè-
àëüíà ñ ïàðàìåòðîì λ = 0.2, ïîñëå ðåìîíòà ïðèáîð ñíîâà èñïðàâåí. Ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1 − p ïðèáîð ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ñêðûòîãî îòêàçà ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé äëèòåëüíîñòè ñ ïàðàìåòðîì λ = 0.3. Èç ñîñòîÿíèÿ ñêðû-
òîãî îòêàçà ïðèáîð ñðàçó æå ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå ðåìîíòà è ò.ä. Íàéòè
ïðåäåëüíóþ âåðîÿòíîñòü (îáîñíîâàâ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ) íàõîæäåíèÿ ïðèáîðà â ðàáîòîñïîñîáíîì ñîñòîÿíèè.

Ðåøåíèå

Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî ñîñòîÿíèå ðàáîòû, ðåìîíòà è
ñêðûòîãî îòêàçà ïðèáîðà. Ââåäåì ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ξ(t) êàê íîìåð
ñîñòîÿíèÿ â ìîìåíò t ∈ [0,∞) è âû÷èñëèì èíòåíñèâíîñòè ïåðåõîäîâ ïðî-
öåññà:
a12 = pλ1, a13 = (1− p)λ1,
a21 = λ2, a23 = 0,
a31 = 0, a32 = λ3.

Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ π = (π1, π2, π3) ñëåäóåò èç
êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ïðîöåññà è ñîîáùàåìîñòè ñîñòîÿíèé.
Âåêòîð-ñòðîêà π îïðåäåëÿåòñÿ êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé 0 = πA, π1 + π2 + π3 = 1, ãäå −λ1 pλ1 (1− p)λ1

λ2 −λ2 0
0 λ3 −λ3

 .

Â ðåçóëüòàòå

π1 =
λ2λ3

λ3(λ1 + λ2) + (1− p)λ1λ2
.

Êðèòåðèè îöåíêè:
Ïðàâèëüíûé îòâåò, âêëþ÷àÿ ïîñòðîåíèå ãðàôà èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõî-
äîâ, îòñóòñòâèå îøèáîê â ôîðìóëàõ, ïîëíîå îáúÿñíåíèå ðåçóëüòàòîâ 10-
11 á.
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Ïðàâèëüíûé îòâåò, îòñóòñòâèå îøèáîê â ôîðìóëàõ, íåïîëíîå îáúÿñíåíèå
ðåçóëüòàòîâ 8-9 á.
Ïðàâèëüíûé ïóòü ê ðåøåíèþ, íåêîòîðûå îøèáêè â ôîðìóëàõ, íåïîëíîå
èëè íåïîíÿòíîå îáúÿñíåíèå ðåçóëüòàòîâ 6-7 á.
Íåïðàâèëüíûé îòâåò(èëè íåò îòâåòà), îøèáêè â ôîðìóëàõ, íåïîíÿòíîå
îáúÿñíåíèå ðåçóëüòàòîâ 4-5 á.
Íåâåðíîå ïîíèìàíèå ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è, íåâåðíûå ôîðìóëû, íåïî-
íÿòíîå îáúÿñíåíèå 0-3 á.
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Решить систему дифференциальных уравнений
ẋ = 2x+ y +

3et + 2

(et + 1)2

ẏ = x+ 2y +
1

et + 1
.

Решение:
Сначала решим линейную однородную систему{

ẋ = 2x+ y

ẏ = x+ 2y.
(1)

Матрица A =

(
2 1
1 2

)
системы имеет собственные значения λ1 = 1 и λ2 = 3, которым отвечают

собственные векторы v1 =

(
1

−1

)
и v2 =

(
1
1

)
соответственно. Значит, общее решение линейной

однородной системы имеет вид(
x
y

)
= C1e

t

(
1

−1

)
+ C2e

3t

(
1
1

)
,

где C1, C2 – произвольные вещественные постоянные.
Линейную неоднородную систему решим методом вариации постоянных. Ищем решение в виде(
x
y

)
= X(t)

(
c1(t)
c2(t)

)
, где X(t) =

(
et e3t

−et e3t

)
– фундаментальная матрица линейной однород-

ной системы (1).
Получаем, что (

ċ1
ċ2

)
=


2et + 1

2et(et + 1)2

4et + 3

2e3t(et + 1)2

 ,

откуда, занося et под интеграл и переходя к интегрированию рациональных функций, получаем,
что {

x = C1e
t + C2e

3t − 1

et + 1
y = −C1e

t + C2e
3t

,

где C1, C2 – произвольные вещественные постоянные. Это ответ.
Критерии проверки:
1) Верный ответ без объяснений – 0 баллов.
2) Выявление явных признаков использования ИИ – 0 баллов.
3) Решена линейная однородная система (1): 4 балла (если не попадает в пункт 2).
4) Полное решение: 12 баллов (если не попадает в пункт 2).
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2026

1 Задача 18
Рассмотрим случайный процесс, описывающий однопоточную систему обслуживания (в
каждый момент времени может обрабатываться не более одного запроса). В секунду в
среднем система может обрабатывать 50 запросов.

В систему поступают запросы в соответствии с пуассоновским потоком (то есть, дли-
ны интервалов времени между последовательными запросами являются независимыми
одинаково распределенными случайными величинами, причем распределенными по пока-
зательному закону), в секунду в среднем поступает 50 запросов. Алгоритм обслужива-
ния следующий: поступивший запрос начинает немедленно обрабатываться, если система
свободна, если система занята, то запрос поступает в систему (т.е. встает в очередь) с
вероятностью p, с вероятностью (1 − p) запрос отклоняется. Обрабатываются запросы в
порядке поступления (FIFO). Предполагается, что времена обработки запросов - незави-
симые случайные величины, распределенные по показательному закону.

Предполагая, что поступление запросов и их обработка независимы, построить мате-
матическую модель системы обслуживания в виде марковского случайного процесса. В
установившемся режиме вычислить вероятность того, в системе очередь из запросов не
пустая. При каком значении p вероятность того, что в установившемся режиме в системе
нет запросов, не менее 0.2?

2 Решение
Определим случайный процесс ξ (t) – число запросов в системе в момент времени t. Тогда
{0, 1, 2, . . .} - множество значений ξ (t).

Процесс ξ (t) является однородным марковским процессом, а точнее, процессом гибели-
рождения. Если студент пишет, что "так как запросы поступают по пуассоновскому по-
току (длины интервалов времени между последовательными запросами являются неза-
висимыми показательно распределенными случайными величинами), времена обслужи-
вания распределены по показательному закону, и все указанные случайные величины неза-
висимы, то ξ (t) является однородным марковским процессом", то можно считать, что
студент обоснование предоставил. Для того, чтобы определить характеристики процесса
гибели-рождения, необходимо выписать интенсивности рождения и гибели, т.е. интенсив-
ности переходов из состояния n в n+ 1 и в n− 1 для всех n ≥ 0.

• Интенсивность перехода из n в n + 1 - интенсивность «размножения» (поступления
запросов):

λn =

{
50, n = 0

50p, n ≥ 1

• Интенсивность перехода из n в n − 1 - интенсивность «гибели» (завершения обслу-
живания):

µn = 50, n ≥ 1

1



Таким образом, матрица интенсивностей Q = (qij) для сл.пр. ξ (t) имеет вид:

qi,i+1 =

{
50, n = 0

50p, n ≥ 1

qi,i−1 = 50, n ≥ 1

qi,i =

{
−50, n = 0

−50(p+ 1), n ≥ 1

Под установившимся (стационарным) режимом понимаем режим, при котором распре-
деление вероятностей не зависит от времени.

Обозначим через v(t) - распределение вероятностей случайного процесса ξ (t) в момент
времени t. Обозначим π = limt→∞ v(t) - предельное распределение случайного процесса
ξ (t). Тогда π - стационарное распределение ξ (t).

Для марковского процесса распределение π находится из уравнения πQ = 0. Для про-
цесса гибели-рождения отсюда получаем

πn = π0
λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

= π0p
n−1

Так как
∑∞

n=0 πn = 1, то получаем

π0 +
∞∑
n=1

pn−1π0 = π0

(
1 +

∞∑
n=0

pn

)
= 1

Отсюда

π0 =

(
1 +

∞∑
n=0

pn

)−1

Так как p < 1, то ряд
∑∞

n=0 p
n сходится и

∞∑
n=0

pn =
1

1− p

Отсюда

π0 =

(
1 +

1

1− p

)−1

=⇒ π0 =
1− p

2− p

Тогда
πn = pn−11− p

2− p

Таким образом, стационарное распределение существует.

• Очередь не пуста, когда в системе 2 или более запросов (n ≥ 2).

∞∑
n=2

πn = 1− π0 − π1 = 1− 2π0 =
p

2− p

• Найдем p, при котором вероятность того, что в установившемся режиме в системе
нет запросов, не менее 0.2. То есть, найдем p, при котором πo ≥ 0.2.

1− p

2− p
≥ 0.2 =⇒ 1− p ≥ 0.4− 0.2p =⇒ 0.6 ≥ 0.8p =⇒ p ≤ 0.75
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Критерии (18-ТМО)

• 11 баллов - Полное обоснованное решение. Верные вычисления. Верные ответы.

Построен верно случайный процесс. Есть обоснование, что он является однородным мар-
ковским (процессом гибели-рождания). - 4 балла. 4 балла

Верно найдено стационарное распределение. Есть определение стационарного распре-
деления и указаны формулы для его вычисления. 3 балла

Все требуемые вероятности найдены верно (каждый верный ответ (вероятность) дает
вклад 2 балла).

• 8-10 баллов - Все ответы верные, однако решение не является полным и обоснован-
ным.

• 6-7 баллов - Решение не является полным и обоснованным, есть ошибки в вычисле-
ниях. Хотя бы один верный ответ (вычислена верно хотя бы одна вероятность)

• 4-5 баллов - Решение не является полным и обоснованным, есть ошибки в вычисле-
ниях. Нет верных ответов.

• 2-3 балла - Марковский процесс построен с ошибками. Стационарные вероятности
найдены неверно. Верных ответов нет. Есть верные идеи, которые могли бы привести
к верному решению задачи.

• 1 балл - марковский процесс не построен. Стационарные вероятности найдены невер-
но. Верных ответов нет. Есть некоторые соображения, которые, возможно, могли бы
привести к верному решению.

• 0 баллов - нет ни одного верного ответа, решений нет, нет верных идей.
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