
Высшая лига Теория игр 2026

Профиль: «Теория игр» КОД - 290

Памяти Андрея Бремзена

Время выполнения задания – 180 мин., язык – русский или английский.

Решите все задачи. Веса задач, в том числе каждого подвопроса, приведены в скобках.

Инструкции.

• Решение может быть представлено как на русском, так и на английском языке. Никаких
дополнительных баллов, впрочем, как и штрафов, за решение на английском языке не
предусмотрено.

• Решение должно быть хорошо структурированным, изложено грамотным языком, а
почерк — распознаваемым. Ответы на качественные вопросы должны быть убедительно
аргументированы, но длинные рассуждения, не относящиеся к сути дела, могут негативно
повлиять на оценку.

• Все шаги в решении должны быть обоснованы, все вычисления должны присутствовать в
работе. Калькуляторами пользоваться запрещено.

• Черновики не предусмотрены, решение сразу оформляется на чистовик.

• Если приведенное решение является неверным, перечеркните его (перечеркнутое решение
не проверяется) и приведите корректную версию.

• При наличии нескольких вариантов решения одного и того же задания, проверяющий
сам определяет, какое из решений подлежит проверке, а апелляции с просьбой проверить
другой вариант решения не принимаются.

Удачи!

Задача 1. Новогодние равновесия (20 баллов)
(a) Юра и Яна нашли красивое тождество 2026 = 211 − 2 * 11 и теперь хотят придумать

себе тематическую игру на Новый год. Игра должна быть на двух игроков, у каждого из
игроков должно быть 11 чистых стратегий. Ребята хотят, чтобы в игре было как минимум 2026
равновесий Нэша (включаются как равновесия в чистых, так и в смешанных стратегиях). При
этом ребята не хотят, чтобы равновесий было бесконечно много. Помогите ребятам придумать
подходящую новогоднюю игру!

(b) Пока ребята думали над игрой, к ним присоединилась Элина и предложила придумать
другую игру на трех игроков. Чтобы не делать игру слишком сложной, ребята решили оставить
по две чистых стратегии у каждого игрока; условие на конечность числа равновесий сохраняется.
Элину интересуют полностью смешанные равновесия: это равновесия, при которых каждый
из игроков использует каждую чистую стратегию с ненулевой вероятностью. Могут ли ребята
придумать подходящую игру, в которой есть хотя бы два различных полностью смешанных
равновесия, но число вообще всех равновесий конечно? Если да, приведите пример, если нет –
докажите.

New Year’s Equilibria (20 points)
(a) Yura and Yana found the beautiful identity 2026 = 211 − 2 * 11 and now want to come up with

a themed game for New Year’s. The game should be for two players, each with 11 pure strategies.
They want the game to have at least 2026 Nash equilibria (including both pure and mixed strategy
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equilibria). However, they don’t want an infinite number of equilibria. Help them come up with a
suitable New Year’s game!

(b) While the boys were thinking about the game, Elina joined them and suggested coming up
with another game for three players. To keep the game simple, the boys decided to keep each player
to two pure strategies; the condition of a finite number of equilibria remains. Elina is interested in
completely mixed equilibria: these are equilibria in which each player uses each pure strategy with
non-zero probability. Can the friends come up with a suitable game in which there are at least two
distinct completely mixed equilibria, but the total number of equilibria is finite? If so, give an example;
if not, prove it.

Решение.
а)
Для примера могут подойти игры координации, например следующая. Пусть игрики имеют

𝑛 чистых стратегий, 𝑠𝑖 - стратегии первого игрока, 𝑡𝑖 - стратегии второго. Пусть функции
выигрыша обоих игроков задаются одинаково: 1 в случае, если номера стратегий совпадают, 0
иначе.

𝑢1(𝑠𝑖, 𝑡𝑗) = 𝑢2(𝑠𝑖, 𝑡𝑗) =

{︃
1, if 𝑖 = 𝑗

0, if 𝑖 ̸= 𝑗

Найдем все равновесия в такой игре. Для этого посмотрим на лучший ответ в зависимости
от стратегии оппонента.

Посмотрим со стороны первого игрока: пусть второй играет стратегию
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛽𝑖𝑡𝑖, где 𝛽𝑖 -
вероятность выбора чистой стратегии 𝑡𝑖:

∑︀𝑛
𝑖=1 𝛽𝑖 = 1, 𝛽𝑖 ≥ 0.

Тогда выигрыш первого игрока равен 𝑢1(𝛼) =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖𝛽𝑖, где 𝛼𝑖 - вероятность выбора
чистой стратегии 𝑠𝑖. Легко видеть, что первый достигает максимального значения выигрыша
в том случае, если играет с ненулевой вероятностью только стратегии, которые приводят к
максимальному значению 𝛽𝑖. То есть 𝛼𝑖 > 0 −→ 𝑖 ∈ argmax𝑖 𝛽𝑖. Игра симметричная, поэтому в
любом равновесии Нэша также выполняется условие 𝛽𝑖 > 0 −→ 𝑖 ∈ argmax𝑖 𝛼𝑖.

Пусть первый игрок играет с положительными вероятностями стратегии из множества
𝑀 ⊂ {𝑠1,...,𝑠𝑛}, 𝑀 ̸= ∅, а все остальные стратегии - с нулевыми вероятностями. Покажем, что
для любого 𝑀 равновесие существует и единственное.

Из выведенного ранее условия следует:

𝑠𝑖 ∈ 𝑀 −→ 𝛼𝑖 > 0 −→ 𝛽𝑖 = 𝑚𝑎𝑥𝑛
𝑗=1𝛽𝑗

Кроме того,
𝑠𝑖 /∈ 𝑀 −→ 𝛼𝑖 = 0 −→ 𝑖 /∈ argmax

𝑗
𝛼𝑗 −→ 𝛽𝑖 = 0

Из последних двух условий следует, что единственная возможная в ранвовесии Нэша
стратегия:

𝛽𝑖 =

{︃
1

|𝑀 | , if 𝑠𝑖 ∈ 𝑀

0, if 𝑠𝑖 /∈ 𝑀

Из симметрии получаем аналогичное условие на стратегии первого игрока: все стратегии из 𝑀
в равновесии играются равновероятно. Также легко проверить, что получилось действительно
равновесие Нэша: никто из игроков не может увеличить выигрыш, отклонившись от своей
стратегии.

Всего существует 2𝑛 − 1 непустых подмножеств {𝑠1,...,𝑠𝑛}, поэтому общее число равновесий
Нэша равно 2𝑛 − 1.

В условиях нашей задачи 𝑛 = 11, значит в такой игре будет 2047 равновесий Нэша, что
больше требуемых 2026. Пример построен.
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b)
Такие игры существуют. Разберем, как можно дойти до одного из подходящих примеров.
Рассмотрим симметричную игру и постараемся найти простые конструкции симметричных

равновесий. Пусть у каждого из трех игроков есть по две стратегии: 𝐴 и 𝐵.
Пусть выигрыш от стратегии 𝐴 зависит от действий других игроков и равен:

• 𝑎0, если оба оппонента сыграли 𝐴

• 𝑎1, если один оппонент сыграл 𝐴, другой оппонент сыграл 𝐵

• 𝑎2, если оба оппонента сыграли 𝐵

Пусть в равновесии каждый играет смешанную стратегию 𝑝𝐴+ (1− 𝑝)𝐵, где 𝑝 ∈ (0, 1). Это
равновесие реализуется, если 𝑢(𝐴) = 𝑢(𝐵).

По нашему наброску игры получается, что

𝑢(𝐴) = 𝑎0𝑝
2 + 2𝑎1𝑝(1− 𝑝) + 𝑎2(1− 𝑝)2

И это потрясающе, ведь мы получили настоящее кадратное уравнение, у которого может
быть два корня! Давайте сделаем B как стратегию, которая дает гарантированный результат:
𝑢(𝐵) = 0. Тогда условие на использование полностью смешанной стратегии 𝑢(𝐴) = 𝑢(𝐵):

𝑎0𝑝
2 + 2𝑎1𝑝(1− 𝑝) + 𝑎2(1− 𝑝)2 = 0

После преобразований получаем:

(𝑎0 − 2𝑎1 + 𝑎2)𝑝
2 + 2(𝑎1 − 𝑎2)𝑝+ 𝑎2 = 0

Нам нужны два смешанных равновесия, то есть два корня уровнения на отрезке (0,1).
Нам достаточно подобрать любой пример, для подбора коэффициентов можем

воспользоваться, например, теоремой Виета:{︃
𝑝1 + 𝑝2 = − 2(𝑎1−𝑎2)

𝑎0−2𝑎1+𝑎2

𝑝1𝑝2 =
𝑎2

𝑎0−2𝑎1+𝑎2

Пусть хотим получить корни 𝑝1 =
1
4
, 𝑝2 = 3

4
. Тогда для выполнения условия на произведение

корней подойдет 𝑎2 = 3, 𝑎0 − 2𝑎1 + 𝑎2 = 16. Теперь проверяем выполнение условия на сумму:
− 2(𝑎1−𝑎2)

𝑎0−2𝑎1+𝑎2
= 1, откуда 2(𝑎2 − 𝑎1) = 𝑎0 − 2𝑎1 + 𝑎2. Подставляем 𝑎2 = 3, 𝑎0 − 2𝑎1 + 𝑎2 = 16:{︃

2(3− 𝑎1) = 16

𝑎0 − 2𝑎1 + 3 = 16

, откуда легко получаем 𝑎0 = 3, 𝑎1 = −5, 𝑎2 = 3.
Пример игры.
Пусть у каждого из трех игроков есть две чистые стратегии 𝐴 и 𝐵. При выборе стратегии 𝐵

выигрыш фиксированный и равен 0. При выборе стратегии 𝐴 выигрыш зависит от действий
других игроков и равен:

• 3, если оба оппонента сыграли 𝐴 или оба оппонента сыграли 𝐵

• −5, если один оппонент сыграл 𝐴, другой оппонент сыграл 𝐵
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Как было показано ранее, в такой игре будет два полносстью смешанных симметричных
равновесия: каждый играет 1

4
𝐴+ 3

4
𝐵 (равновесие 1) и каждый играет 3

4
𝐴+ 1

4
𝐵 (равновесие 2).

Для полного счастья осталось показать, что число всех равновесий конечно. Например,
можем просто найти все равновесия.

Пусть оппоненты первого игрока играют 𝑝2𝐴+ (1− 𝑝2)𝐵 и 𝑝3𝐴+ (1− 𝑝3)𝐵. Тогда выигрыши
первого от двух чистых стратегий:

𝑢1(𝐴) = 16𝑝2𝑝3 − 8(𝑝2 + 𝑝3) + 3

𝑢1(𝐵) = 0

В равновесии, если 𝑢1(𝐴) > 0, то первый сыграет 𝐴; если 𝑢1(𝐴) < 0, то первый сыграет 𝐵;
может играть любую смесь стратегий при 𝑢1(𝐴) = 0.

Рассмотрим случай, когда оппоненты играют чистые стратегии, то есть 𝑝2 ∈
{0, 1}, 𝑝3 ∈ {0, 1}. Разбор четырех случаев дает четыре равновесия в чистых стратегиях:
(𝐴,𝐴,𝐴), (𝐵,𝐴,𝐵), (𝐵,𝐵,𝐴), (𝐴,𝐵,𝐵). Равенства 𝑢1(𝐴) = 0 при чистых стратегиях оппонентов
никогда не возникает, поэтому нет равновесий, где только один игрок играет смешанную
стратегию.

Осталось рассмотреть ситуацию, когда как минимум два игрока используют смешанную
стратегию. Пусть это второй и третий игроки. Условие на то, что второй и третий могут
смешивать: {︃

16𝑝1𝑝3 − 8(𝑝1 + 𝑝3) + 3 = 0

16𝑝1𝑝2 − 8(𝑝1 + 𝑝2) + 3 = 0

Вычтем из первого уравнения второе и получим (16𝑝1 − 8)(𝑝3 − 𝑝2) = 0.
Если 16𝑝1 − 8 = 0, то есть 𝑝1 = 0.5, то при подстановке в любое из уравнений системы

получаем, что левая часть не равна нулю, то есть решений с 𝑝1 = 0.5 нет. Это значит, что
𝑝3 − 𝑝2 = 0, то есть 𝑝2 = 𝑝3 = 𝑝.

Если первый также играет смешанную стратегию, то можно провести аналогичное
рассуждение и получить 𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝3 = 𝑝. Но ведь это то самое уравнение, с которого мы
начинали!! Мы знаем, что у него есть два решения 𝑝 = 1

4
и 𝑝 = 3

4
при 𝑝 ∈ (0, 1).

Если же первый играет чистую стартегию, то подставляем 𝑝1 = 0 или 𝑝1 = 1 в систему
и из линейности получаем едиственное решение для 𝑝. Можно аккуратно проверить, что в
случае 𝑝1 = 0 действительно получим равновесие Нэша, а в случае 𝑝1 = 1 при необходимом для
неотклонения второго и третьего 𝑝 отклонится первый - это не равновесие.

Все случаи, и общее число равновесий Нэша конечно. Вот они все:

(𝐴,𝐴,𝐴)

(𝐴,𝐵,𝐵)

(𝐵,𝐴,𝐵)

(𝐵,𝐵,𝐴)

(𝐵,
3

8
𝐴+

5

8
𝐵,

3

8
𝐴+

5

8
𝐵)

(
3

8
𝐴+

5

8
𝐵,𝐵,

3

8
𝐴+

5

8
𝐵)

(
3

8
𝐴+

5

8
𝐵,

3

8
𝐴+

5

8
𝐵,𝐵)

(
1

4
𝐴+

3

4
𝐵,

1

4
𝐴+

3

4
𝐵,

1

4
𝐴+

3

4
𝐵)
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(
3

4
𝐴+

1

4
𝐵,

3

4
𝐴+

1

4
𝐵,

3

4
𝐴+

1

4
𝐵)

Где два последних - полностью смешанные. Впрочем, для решения задачи и не нужно находить
все решения - это мы сделали скорее для наглядности - достаточно обосновать конечность числа
равновесий любым способом.

Пример построен.
Ответ: да, ребята могут придумать подходящую игру.
Критерии. а) максимум 10 б) максимум 10
а) за формулировку игры, но неполное доказательство можно было получить до 5 баллов.

Кто-то приводил игру, и сразу говорил, что в ней 211 − 1 равновесий, но не указывал какие
стратегии будут использовать игроки и как эти равновесия найти.

б) не делился: если примера нет, то 0. За интуицию баллы не ставились. Были работы,
которые приводили систему уравнений в общем виде и говорили, что из этого можно сделать
вывод о существовании игры с конечным количеством решений (равновесий). Алгебраические
уравнения не обязаны иметь решения в действительных числах, тем более в интервале от 0 до
1. Без системы с заданными коэффициентами и демонстрацией существования двух решений
баллы не ставились.

Задача 2. За мой счёт (15 баллов)
Элина, Настя и Даша собрались в кафе отпраздновать день рождения Элины. Настя и Даша

решили, что счет оплатит та из них, кто проиграет в следующую игру. Элина выбирает целое
число от 1 до 10. Настя и Даша по очереди называют целые числа от 1 до 10, начиная с Насти.
После каждой попытки Элина честно говорит выше её число или ниже. Если названо выбранное
Элиной число, то игра заканчивается. Угадавший число становится победителем, а второй —
проигравшим.

Какое число нужно назвать Насте на первом ходу, если известно, что, каждая девочка
хочет выиграть и не оплачивать счет? При этом Элина не является стратегическим игроком и
выбирает число случайно.

It’s on me (15 points)
Elina, Nastya, and Dasha gathered at a cafe to celebrate Elina’s birthday. Nastya and Dasha

decided that the loser of the next game will pay the bill. Elina chooses a whole number from 1 to 10.
Nastya and Dasha take turns naming whole numbers from 1 to 10, starting with Nastya. After each
guess, Elina honestly says whether her number is higher or lower. If Elina’s chosen number is called,
the game ends. The person who guesses the number correctly wins, and the other loses.

What number should Nastya name on her first turn if it’s known that each girl wants to win and
not pay the bill? Elina isn’t a strategic player and chooses her number randomly.

Решение1.
Введем несколько понятий:

• 𝑎 — загаданное число

• Длина интервала — количество чисел, которые ещё не были проверены или отсечены
Элиной

• 𝑤(𝑛) — функция, показывающая вероятность выиграть, если в начале хода пришёл
интервал длины 𝑛 (иногда «интервал 𝑛» в аналогичном значении)

Начнем решение с конца:

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 1, тогда 𝑤(1) = 1

1Авторское решение не является лаконичным, альтернативные верные решения засчитывались
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• Пришёл интервал длины 𝑛 = 2, тогда 𝑤(2) = 1
2

(вероятность угадать число из двух
равна 1

2
, если число не угадано, то ход переходит к следующему игроку, он автоматически

выигрывает)

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 3, тогда есть два варианта:

а. назвать среднее число,

б. назвать крайнее число.

– Для варианта а.: с вероятностью 1
3

победа, с вероятностью 2
3

проигрыш (так как
𝑤(1) = 1)

– Для варианта б.: с вероятностью 1
3

победа, с вероятностью 2
3

передача интервала
длины 2 противнику, то есть вероятность выиграть 1−𝑤(2) = 1

2
. Получим 1

3
·1+ 2

3
· 1
2
= 2

3

Получаем, что оптимальнее назвать крайнее число, тогда 𝑤(3) = 2
3
.

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 4, тогда два варианта:

а. назвать среднее число,

б. назвать крайнее число.

– Для варианта а.: с вероятностью 1
4

победа, с вероятностью 1
4

проигрыш, с вероятностью
1
2

передача интервала длины 2 противнику, то есть вероятность выиграть 1−𝑤(2) = 1
2
.

Получим вероятность выиграть 1
4
· 1 + 1

4
· 0 + 1

2
· 1
2
= 1

2
.

– Для варианта б.: с вероятностью 1
4

победа, с вероятностью 3
4

передача интервала длины
3 противнику, то есть вероятность выиграть 1− 𝑤(3) = 1

3
. Получим 1

4
· 1 + 3

4
· 1
3
= 1

2
.

Получаем, что не важно, что делать, тогда 𝑤(4) = 1
2
.

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 5, тогда три варианта:

а. назвать среднее число,

б. назвать второе с краю,

в. назвать крайнее число.

– Для варианта а.: с вероятностью 1
5

победа, с вероятностью 4
5

передача интервала
длины 2, получим вероятность выиграть 3

5

– Для варианта б.: с вероятностью 1
5

победа, с вероятностью 3
5

передача интервала
длины 3, с вероятностью 1

5
проигрыш, получим вероятность выиграть 2

5

– Для варианта в.: с вероятностью 1
5

победа, с вероятностью 4
5

передача интервала
длины 4, получим вероятность выиграть 3

5

Получаем, что не важно, что делать (а. или в.), тогда 𝑤(5) = 3
5
.

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 6, тогда три варианта:

а. назвать среднее число,

б. назвать второе с краю,

в. назвать крайнее число.

6
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– Для варианта а.: победа с вероятностью 1
6
, с вероятностью 2

6
передача интервала 2, с

вероятностью 3
6

передача интервала 3. Вероятность выиграть 1
6
+ 1

6
+ 1

6
= 1

2
.

– Для варианта б.: победа с вероятностью 1
6
, с вероятностью 1

6
проигрыш, с вероятностью

4
6

передача интервала 4. Вероятность выиграть 1
6
+ 1

6
+ 1

6
= 1

2
.

– Для варианта в.: победа с вероятностью 1
6
, с вероятностью 5

6
передача интервала 5.

Вероятность выиграть 1
6
+ 1

6
+ 1

6
= 1

2
.

Получаем, что не важно, что делать, тогда 𝑤(6) = 1
2
.

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 7, тогда четыре варианта:

а. назвать среднее число,

б. назвать третье с краю,

в. назвать второе с краю,

г. назвать крайнее число.

– Для варианта а.: 1
7
+ 6

7
· 1
2
= 4

7

– Для варианта б.: 1
7
+ 2

7
· 1
2
+ 4

7
· 1
2
= 4

7

– Для варианта в.: 1
7
+ 5

7
· 2
5
= 3

7

– Для варианта г.: 1
7
+ 6

7
· 1
2
= 4

7

Получаем, что не важно, что делать, тогда 𝑤(7) = 4
7
.

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 8, тогда четыре варианта:

а. назвать среднее число,

б. назвать третье с краю,

в. назвать второе с краю,

г. назвать крайнее число.

– Для варианта а.: 1
8
+ 3

8
· 1
3
+ 4

8
· 1
2
= 4

8

– Для варианта б.: 1
8
+ 2

8
· 1
2
+ 5

8
· 2
5
= 4

8

– Для варианта в.: 1
8
+ 6

8
· 1
2
= 4

8

– Для варианта г.: 1
8
+ 7

8
· 3
7
= 4

8

Получаем, что не важно, что делать, тогда 𝑤(8) = 1
2
.

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 9, тогда пять вариантов:

а. назвать среднее число,

б. назвать четвертое с краю,

в. назвать третье с краю,

г. назвать второе с краю,

д. назвать крайнее число.

– Для варианта а.: 1
9
+ 8

9
· 1
2
= 5

9

7
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– Для варианта б.: 1
9
+ 3

9
· 1
3
+ 5

9
· 2
5
= 4

9

– Для варианта в.: 1
9
+ 2

9
· 1
2
+ 6

9
· 1
2
= 5

9

– Для варианта г.: 1
9
+ 7

9
· 3
7
= 4

9

– Для варианта д.: 1
9
+ 8

9
· 1
2
= 5

9

Получаем, что не важно, что делать, тогда 𝑤(9) = 5
9
.

• Пришёл интервал длины 𝑛 = 10, тогда пять вариантов:

а. назвать среднее число,

б. назвать четвертое с краю,

в. назвать третье с краю,

г. назвать второе с краю,

д. назвать крайнее число.

– Для варианта а.: 1
10

+ 4
10

· 1
2
+ 5

10
· 2
5
= 1

2

– Для варианта б.: 1
10

+ 3
10

· 1
3
+ 6

10
· 1
2
= 1

2

– Для варианта в.: 1
10

+ 2
10

· 1
2
+ 7

10
· 3
7
= 1

2

– Для варианта г.: 1
10

+ 8
10

· 1
2
= 1

2

– Для варианта д.: 1
10

+ 9
10

· 4
9
= 1

2

Получаем, что не важно, что делать, тогда 𝑤(10) = 1
2
. Можно назвать любое число.

Критерии.

• Верное решение — 15 баллов.

• Верное рассмотрение случая для интервала из 3 чисел — 5 баллов.

• Отсутствие выписанного верного ответа при верном решении — штраф 3 балла.

Задача 3. Простой ним (15 баллов)
Маша и Витя скучают на берегу моря в феврале, где плавать оказалось холодно, но зато

можно сколько угодно играть в камушки. Они решили, как и каждый год когда они приезжают
в отпуск, сыграть в ним, и Маша предложила обновленную версию. Они сделают одну кучу из
2026 камней и будут по очереди брать из нее камушки. За один ход можно взять любое простое
число камней или один камень, но ничего не брать нельзя. Начинает, например, Витя. Игрок,
который не может сделать ход, проигрывает.

Если друзья играют оптимально, то кто должен победить в этой игре? Опишите равновесную
стратегию.

Simple Nim (15 points)
Masha and Vitya are bored at the seaside in February, where it’s too cold to swim, but they can

play pebbles as much as they want. They decided to play nim, as they do every year when they go on
vacation, and Masha suggested an updated version. They’ll make a pile of 2026 stones and take turns
taking stones from it. In one move, they can take any prime number of stones or one stone, but they
can’t take nothing. For example, Vitya starts. The player who can’t make a move loses.

If the friends play optimally, who should win this game? Describe the equilibrium strategy.
Решение.

8
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Напомним, что простым называется натуральное число, большее 1, которое делится только
на 1 и на себя.

Покажем, что первый игрок (Витя) выигрывает. Первым ходом он может взять 2 камня,
доведя число камней до 2024 - числа, которое делится на 4. Затем он может на любой ход Маши
отвечать так, чтобы остающееся число камней всегда делилось на 4. Действительно, если Маша
возьмет 2 камня, то Витя может в ответ тоже взять 2 камня. У других простых чисел остаток
от деления на 4 равен 1 или 3. Поэтому если Маша возьмет число 𝑝 камней, имеющее остаток 1
при делении на 4, Витя может взять в ответ 3 камня. Если же Маша возьмет число 𝑝 камней,
имеющее остаток 3 при делении на 4, Витя может взять в ответ 1 камень. Поскольку число
камней после хода Вити все время неотрицательно, делится на 4 и уменьшается, то в какой-то
момент после его хода останется 0 камней, и он победит.

Критерии.
1. Анализ выигрышных и проигрышных позиций (до 3 баллов)
3 балла — все позиции (выигрышные и проигрышные) с конца определены полностью и

без ошибок 1 балл — часть позиций пропущена, но все записанные — корректны 0 баллов —
существенные ошибки в определении позиций

2. Объяснение механики оптимальной стратегии (до 10 баллов)
8 баллов — дано корректное и логичное объяснение стратегии (как и почему она работает) 2

балла — отдельно доказано, что стратегия работает для простых чисел
3. Формулировка оптимальной стратегии в ответе (до 2 баллов)
2 балла — стратегия сформулирована полностью 1 балл — стратегия описана частично

(например, без первого хода или неполно) 0 баллов — стратегия не сформулирована
4. Некорректный ответ без решения (0 баллов)
Если просто указано, кто выигрывает (например, «выиграет Витя») без корректного решения

и пояснения — 0 баллов за всю задачу

Задача 4. Камила, Нейросеть, Безупречность (15 баллов)
Гениальная исследовательница компьютерного зрения Камила создала нейросеть, которая по

лицу человека может определить, покажет он камень, ножницы или бумагу. Много желающих
было посоревноваться с нейросетью в “камень-ножницы-бумага”, но интерес быстро пропадал:
нейросеть безупречно понимала намерения людей и всегда побеждала. Пришлось звать на помощь
Чемпиона мира по “камень-ножницы-бумага”. Чемпион умеет держать каменное лицо, когда он
хочет выбросить “ножницы” или “бумагу”, и нейросеть не предугадывает его намерение. Однако,
когда он хочет выкинуть “камень”, с вероятностью 50% нейросеть понимает его намерения,
показывает “бумагу” и побеждает.

Чемпион является большим специалистом в теории игр. Он решил разработать стратегию,
которая учитывала бы его слабость перед нейросетью. Гениальная Камила догадалась о
стратегии Чемпиона, поэтому также задала алгоритм нейросети: с какой вероятностью
выкидывать “камень”, “ножницы” или “бумагу”, если не удалось считать лицо Чемпиона.

Приходит время матча, оптимальные стратегии найдены. Тот, кто проигрывает в игре, платит
победителю монету. Найдите матожидание выигрыша Камилы в отдельно взятой игре.

Kamila, Neural Network, Impeccability (15 points)
Kamila, a brilliant computer vision researcher, created a neural network that can determine

whether a person will throw rock, paper, or scissors based on their face. Many people wanted to
compete with the neural network at rock-paper-scissors, but their interest quickly faded: the neural
network flawlessly understood people’s intentions and always won. They had to call on the World
Rock-Paper-Scissors Champion for help. The champion maintains a poker face when he wants to
throw scissors or paper, and the neural network doesn’t predict his intention. However, when he wants
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to throw rock, the neural network has a 50% chance of understanding his intentions, throwing paper,
and winning.

The champion is a great expert in game theory. He decided to develop a strategy that would
take into account his weakness against the neural network. The brilliant Kamila figured out the
Champion’s strategy, so she also set the neural network algorithm: what is the probability of throwing
"rock,paper,"or "scissors"if the Champion’s face is not detected.

The match begins, and the optimal strategies have been found. The loser pays the winner a coin.
Find Kamila’s expected value for winning this particular game.

Решение.
Формализуем игру: сначала Чемпион (он же Человек, первый игрок) делает ход - задумывает,

что из камня (R), ножниц (S) и бумаги (P) ему показать. В случае, если Чемпион делает ход R,
то дальше ход делает природа: с вероятностью 0.5 Нейросеть считывает намерение и выигрывает
- Человек теряет монету, а Нейросеть её получает; с вероятностью 0.5 переходим в подыгру
𝐺, представляющую собой обычные “камень-ножницы-бумага”, где ход делает Нейросеть без
достоверного знания, что покажет Человек, но с верами относительно того, с какой вероятностью
будет выбрана каждая из стратегий. В случае, если Человек делает ход S или P, то мы
всегда оказываемся в подыгре 𝐺. Обозначим стратегии Нейросети (второго игрока) маленькими
буквами: 𝑟, 𝑠, 𝑝.

Нейросеть может использовать все стратегии с ненулевой вероятностью, только если будет
получать от них равный ожидаемый выигрыш. Так как подыгра 𝐺 представляет собой обычные
“камень-ножницы-бумагу”, то несложно показать, что единственной ситуацией, когда это
возможно, является равновероятное появление каждого из трех знаков со стороны оппонента.
Пусть Человек-Чемпион использует стратегии 𝑅, 𝑆, 𝑃 с вероятностями 𝑥, 𝑦, 𝑧 соответственно,
где 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1. Заметим, что с вероятностью 0.5𝑥 мы оказываемся в подыгре, где победа
автоматически уходит Нейросети. Тогда условие на равенство вероятностей выпадения каждого
из знаков от Человека в подыгре 𝐺:

0.5𝑥

1− 0.5𝑥
=

𝑦

1− 0.5𝑥
=

𝑧

1− 0.5𝑥

Откуда легко находится решение 𝑥 = 1
2
, 𝑦 = 𝑧 = 1

4
.

Теперь осталось убедиться, что найдутся такие вероятности ходов Нейросети, что Человек
не будет отклоняться от выбранной стратегии.

Человек может играть каждую из чистых стратегий с ненулевой вероятностью только тогда,
когда ожидаемые выигрыши от них одинаковы. Пусть Нейросеть в игре, где не удалось считать
намерение Человека, играет камень, ножницы и бумагу с вероятностями 𝑎, 𝑏, 𝑐 соответственно,
𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1. Тогда ожидаемые выигрыши Человека от чистых стратегий:

𝑢(𝑅) = 0.5 * (𝑏− 𝑐) + 0.5 * (−1) = 0.5(𝑏− 𝑐− 1)

𝑢(𝑆) = 𝑐− 𝑎

𝑢(𝑃 ) = 𝑎− 𝑏

Условие на игру Человеком смешанных стратегий 𝑢(𝑅) = 𝑢(𝑆) = 𝑢(𝑃 ) и единичная сумма
вероятностей представляется в виде системы линейных уравнений.⎧⎪⎨⎪⎩

𝑎+ 0.5𝑏− 1.5𝑐 = 0.5

2𝑎− 𝑏− 𝑐 = 0

𝑎+ 𝑏+ 𝑐 = 1

Решаем систему любым способом и получаем 𝑎 = 1
3
, 𝑏 = 7

12
, 𝑐 = 1

12
. Равновесие довольно

любопытное: Нейросеть начинает чаще играть ножницы и реже бумагу, тем самым создавая
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у Человека мотивацию показывать камень, несмотря на то, что его поведение в этом случае
может быть просчитано.

Мы нашли равновесие Нэша, осталось вычислить выигрыши сторон и выяснить, что
Нейросеть в среднем выигрывает 1

4
за игру. Интересно, что если бы Человек совсем отказался от

“камня”, то он проигрывал бы не меньше 1
3

за игру при правильной игре Нейросети - проверка
этого факта предлагается всем заинтересовавшися читателям в качестве упражнения :-)

Ответ: 1
4
.

Критерии.
до 3 баллов - за правильно нарисованное дерево игры;
до 5 баллов - за условия на поиск вероятностей выбора стратегий Чемпионом;
до 5 баллов - за ожидаемые выигрыши Чемпиона;
до 3 баллов - за расчет цены игры.

Задача 5. Целевой прием (15 баллов)
На трёхстороннем рынке целевого приёма есть абитуриенты, вузы и заказчики, их надо

разбить на тройки, в которых они будут связаны взаимными обязательствами. (Для простоты
будем считать, что у каждого вуза и каждого заказчика только одно место для зачисления, и
число агентов с каждой стороны одинаковое.) Предпочтения у агентов друг относительно друга
циклично-лексикографические:

– у каждого абитуриента есть некоторые строгие предпочтения относительно заказчиков
(согласно зарплате и количеству корпоративов), а вузы играют вторичную роль;

– у каждого заказчика есть строгие предпочтения относительно вузов (согласно репутации),
а абитуриенты играют вторичную роль;

– у каждого вуза есть строгие предпочтения относительно абитуриентов, и эти предпочтения
одинаковы (согласно баллам ЕГЭ), а заказчики значения не имеют.

Вопрос: будет ли – для любых предпочтений сторон – существовать стабильное сочетание,
то есть такое разбиение на тройки, что ни одна иная блокирующая тройка (абитуриент, вуз,
заказчик) не предпочтёт отказаться от своих обязательств в исходном сочетании и вместо этого
сочетаться друг с другом? В блокирующей тройке каждому должно стать не хуже, а кому-то
должно стать строго лучше. Требуется доказать или опровергнуть существование.

Targeted Admissions (15 points)
In a three-sided targeted admissions market, there are applicants, universities, and clients. They

must be divided into triads, bound by mutual obligations. (For simplicity, we will assume that each
university and each client has only one available slot, and the number of agents on each side is the
same.) The agents’ preferences relative to each other are cyclical-lexicographic:

– each applicant has certain strong preferences relative to clients (based on salary and number of
corporate events), while universities play a secondary role;

– each client has strong preferences relative to universities (based on reputation), while applicants
play a secondary role;

– each university has strong preferences relative to applicants, and these preferences are the same
(based on Unified State Exam scores), while clients are irrelevant.

Will there exist — for any preferences of the parties — a stable combination, that is, a partitioning
into triads such that no other blocking triad (applicant, university, client) would prefer to abandon
their obligations in the original combination and instead combine with each other? In the blocking
triad, everyone should be no worse off, and some should be strictly better off. This existence must be
proven or disproved.

Решение.
Существование искомого стабильного сочетания доказывается конструктивно при помощи

алгоритма типа топ-циклов (top trading cycles). Сначала построим стабильное сочетание, потом
докажем его стабильность.
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Построение стабильного сочетания. Возьмём самого предпочтительного для вузов
абитуриента (такой есть, так как у вузов одинаковые предпочтения). Назначим этому
абитуриенту самого предпочтительного для него заказчика. Этому заказчику назначим самый
предпочтительный для него вуз. Мы образовали первую тройку. Убираем этих троих агентов и
повторяем процедуру: выбираем самого предпочтительного абитуриента, назначаем ему его
самого предпочтительного заказчика и самый предпочтительный для этого заказчика вуз.

Докажем стабильность построенного сочетания по индукции -– согласно порядку
формирования троек в алгоритме. Рассмотрим первый цикл (первую сформированную тройку).
Ни один агент из этого цикла не может стать членом блокирующей тройки: в первом цикле
абитуриент выбрал лучшего заказчика, заказчик выбрал лучший вуз, для этого вуза (как и для
всех) это лучший абитуриент.

Пусть вплоть до цикла с индексом k-1 ни один из агентов не является членом блокирующей
тройки, которому стало лучше, докажем это для цикла с индексом k. Для противоречия, пусть
существует блокирующая тройка с участием агента из цикла с индексом k. Этому агенту не
могло стать хуже (раз он в блокирующей тройке), но и не могло стать лучше (так как никто
из более ранних циклов не входит в блокирующую тройку по предположению), поэтому он
остался в безразличии, то есть получил в блокирующей тройке тех же агентов, что и в цикле
с индексом k. Таким образом, мы доказали, что блокирующая тройка совпадает с исходным
циклом с индексом k. Противоречие.

Следовательно, блокирующих троек с участием агентов из цикла с индексом k не существует.
Критерии.
15 баллов - правильный ответ и есть корректное доказательство
5 баллов - правильный ответ, есть попытка доказательства, но оно некорректное/неполное
1 балл - правильный ответ, нет доказательства
0 баллов - неправильный ответ

Задача 6. Битва не на жизнь, а на смерть (20 баллов)
Две компании очень хотят вытеснить друг друга с рынка. С остальными конкурентами

они уже расправились. Если им всё же удастся выдавить оппонента, то полезность от
монопольного положения каждая оценивает в 270 у.е. Для того чтобы выдавить оппонента,
нужно принимать некоторые серьезные и затратные меры. Соответствующая игра потенциально
может продолжаться долго и устроена следующим образом. В момент 1 первая компания решает,
вкладываться ли в борьбу против оппонента. Если она сразу откажется и, соответственно,
сдастся, то она должна уйти с рынка, она ничего не тратит и не получает, а оппонент выиграет
270 и игра закончится. Если она решит вложиться в борьбу, то это стоит ей ровно 100 единиц
полезности, которые невозвратны при любом дальнейшем развитии событий.

В момент 2, если первая компания не сдалась ранее, то вторая компания должна решить,
стоит ли бороться. Борьба стоит также 100, а сдаться можно бесплатно, но тогда выигрывает
первая компания.

В момент 3, если вторая компания не сдалась, то ход снова переходит к первой, и она снова
должна решить, тратить ли ей еще 100 единиц на борьбу. И так далее по очереди. Затраты
компании накапливаются по 100 за каждый период, когда именно она принимает решение
вложиться в борьбу. В тот момент, когда какая-либо компания сдастся, игра закончится и ее
оппонент победит.

Максимальный бюджет, который каждая компания может потратить на борьбу в сумме за
свои ходы, ограничен и является частной информацией каждой компании, неизвестной оппоненту.
Бюджет может быть либо маленький, равный 200, либо большой, равный 500. Бюджеты можно
считать случайными величинами, причем для первой компании вероятность большого бюджета
равна 0.8, а для второй 0.95. Эти априорные вероятности известны обеим компаниям, также
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каждая компания знает свой бюджет. При трате денег на борьбу компания не может в сумме
выйти тратами за пределы своего бюджета.

Известный международный аналитик ознакомился с ситуацией и заявил, что, по его мнению,
совсем скоро первая компания займет монопольное положение на этом рынке. Это вызвало
некоторые сомнения местного сообщества. Определите, стоит ли верить эксперту? Если да,
то постройте соответствующее равновесие. Если нет, то покажите, что такая конфигурация
неравновесна, и предложите более обоснованный прогноз.

A Life-or-Death Battle (20 points)
Two companies desperately want to drive each other out of the market. They’ve already dealt

with the remaining competitors. If they do manage to squeeze each other out, each estimates the
utility of a monopoly position at 270 units. To squeeze out the other, they must take some serious
and costly measures. This game has the potential to last a long time and is structured as follows. At
moment 1, the first company decides whether to invest in the fight against the other. If it immediately
refuses and, therefore, surrenders, it must exit the market, spends nothing, and gains nothing, while
the other company wins 270 units, and the game ends. If it decides to invest in the fight, this costs
exactly 100 units of utility, which are irrecoverable no matter what happens next.

At moment 2, if the first company hasn’t surrendered earlier, the second company must decide
whether to fight. Fighting also costs 100, and surrendering is free, but then the first company wins.

At time 3, if the second company doesn’t surrender, the turn passes again to the first company,
and it must again decide whether to spend another 100 units on fighting. And so on, one after the
other. A company’s costs accumulate by 100 for each period in which it decides to invest in fighting.
When one company surrenders, the game ends and its opponent wins.

The maximum budget each company can spend on fighting, combined across its turns, is limited
and is private information for each company, unknown to its opponent. The budget can be either
small, equal to 200, or large, equal to 500. Budgets can be considered random variables, with the
probability of a large budget for the first company being 0.8, and for the second, 0.95. These prior
probabilities are known to both companies, and each company also knows its own budget. By spending
money on competition, the company cannot exceed its budget.

A renowned international analyst has reviewed the situation and stated that, in his opinion, the
first company will soon achieve a monopoly position in this market. This has raised some doubts in
the local community. Determine whether the expert’s assessment should be trusted. If so, construct a
corresponding equilibrium. If not, demonstrate that this configuration is not equilibrated and propose
a more reasonable forecast.

Решение.
Рассмотрим профиль стратегий, при котором вторая компания сдается на втором шаге

независмо от своего бюджета. При этом оба типа фирмы 1 будут считать, что у фирмы 2
маленький бюджет с вероятностью один, если вдруг пронаблюдают, что фирма 2 вкладывается
в борьбу во втором периоде, и оба типа фирмы 1 всегда вкладываются в борьбу до тех пор, пока
либо не исчерпают свои бюджеты, либо игра не достигнет седьмого периода. Мы покажем, что
этот профиль стратегий является частью слабого совершенного байесова равновесия.

Рассмотрим сначала фирму 2 с маленьким бюджетом. Она может победить фирму 1 с
маленьким бюджетом, если игра перейдет в 4-й период. Однако, она проиграет фирме 1 с
большим бюджетом. Следовательно, ее выигрыш будет либо -100, если она делает ставку во 2-м
периоде и сдается в 4-м, либо -200+(1-0.8)270=-146, если она делает ставки до тех пор, пока
не исчерпает свой бюджет. Заметим, что так первая фирма всегда вкладывается борьбу, то
апостериорная вероятность ее высокого бюджета не меняется и равна априорной.

Теперь рассмотрим фирму 2 с большим бюджетом. Она может победить 1 с маленьким
бюджетом, если будет бороться в 4-м периоде, и она может победить фирму 1 с большим
бюджетом, если будет бороться в 4-м и 6-м периодах, поскольку, если она сделает ставку в
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6-м периоде, то фира 1 большим бюджетом точно будет знать, что у фирмы 2 тоже большой
бюджет, так что в конце концов нет смысла пытаться ее перебить, и, следовательно, уступит в
7-м периоде. Если фирма 2 с большим бюджетом вкладывается в борьбу во 2-м и 4-м периодах,
но уступает в 6-м, то ее выигрыш будет таким же, как у фирмы 2 с маленьким бюджетом,
которая следует той же стратегии, т.е. -146. Поэтому нам нужно рассмотреть только случай,
когда фирма 2 с большим бюджетом делает ставки во 2-м, 4-м и 6-м периодах. В этом случае
ее выигрыш будет равен -200 + (1-0.8)270 + 0.8(270-100)=-10<0. Следовательно, фирма 2 с
большим бюджетом предпочтет уступить в периоде 2.

Наконец, мы проверяем, является ли наша постулируемая стратегия фирмы 1 секвенциально
рациональной. Если игра достигает 7-го периода, то фирма 1 с большим бюджетом точно
узнаёт, что она соревнуется с фирмой 2 с большим бюджетом, и, следовательно, уступает. В 5-м
периоде, учитывая, что фирма 1 с большим бюджетом считает (имеет веру), что играет против
фирмы 2 с маленьким бюджетом по нашей предпосылке, она точно вложится в борьбу. В 3-м
периоде фирма 1 с большим бюджетом всегда вкладывается в борьбу, поскольку независимо от
того, что делает фирма 2 с низким бюджетом в в 4-м периоде, фирма 1 с большим бюджетом
получает положительный ожидаемый выигрыш. Остается проверить, будет ли фирма 1 с низким
бюджетом вкладываться в борьбу в 3-м периоде. Учитывая ее веру, что она противостоит
фирме 2 с маленьким бюджетом с вероятностью один, фирма 1 с низким бюджетом вложится
в борьбу тогда и только тогда, когда она считает, что фирма 2 с низким бюджетом сдастся в
следующем периоде. В противном случае она проиграет и получит выигрыш -100. Фирма 2 с
низким бюджетом сдастся в 4-м периоде тогда и только тогда, когда ее выигрыш от борьбы,
равный -100+(1-0.8)270, меньше нуля, а это так. Значит, действительно фирма 1 с низким
бюджетом обязательно вложится в борьбу в 3-м периоде. Наконец, мы уже установили, что,
учитывая веры фирмы 1, фирма 2 с любым бюжэетом сдается во 2-м периоде. Следовательно,
фирма 1 при любом бюджете обязательно вложится в борьбу в 1-м периоде.

Отметим, что так как игра заканчивается уже после первого периода, то дальнейшие
веры игроков нельзя проверить по формуле Байеса, а значит в слабом равновесии они могут
быть совершенно любыми. В этом контексте мы можем считать нашего эксперта разумно
предсказывающим ситуацию, если не задаваться более глубоко вопросом, откуда у фирмы 1
могут возникнуть в дальнейшем такие веры, что именно оппонент с низким бюджетом будет
вкладываться в борьбу. А такие веры могут возникнуть, например, из аналогии с типичной
двухшаговой моделью покера, в которой при плохих картах фирме стратегически выгодно
блефовать и поднять ставку.

В игре существует еще одно байесово равновесие, которое нашли некоторые участники: оно
находится обратной индукцией, в котором ключевые рассуждения происходят в момент 5 для
фирмы 1 с большим бюджетом: она осознает, что в следующий момент времени фирма 2 с
большим бюджетом точно вложится в борьбу, а фирма 2 с маленьким бюджетом не сможет,
поэтому может оценить ожидаемую полезность от продолжения борьбы. Тогда фирма 1 в 5й
момент времени с любым бюджетом тоже не вложится. Далее можно показать, что фирма 2
с любым бюджетом вложится. Тогда фирме 1 не выгодно вкладываться в момент 3, фирме 2
выгодно вкладываться в момент 2, и фирме 1 лучше сдастся сразу. При этом вне траектории
игры формируются соответсвующие поведению веры, они сильно согласованы. Этот прогноз
развития событий справедлив, однако, по замыслу авторов задачи, интерес состоял в том, чтобы
объяснить, какая логика лежит в основе прогноза эксперта.

Критерии.
Полный балл ставился только если содержалось обоснование равновесности предсказания

эксперта.
До 15 баллов ставилось при полном объяснении второго равновесия с утверждением, что

эксперт не прав. Если были неполные описания вер, то ставился непоный балл.
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7-8 баллов ставилось за наличие некоторых верных идей, однако ошибки при описании
равновесий.

3 балла ставилось за рассмотрение 4 случаев с полной информацией (разные комбинации
бюджетов) и вывод на основе частоты встречания случаев.
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