
Ìåæäóíàðîäíàÿ îëèìïèàäà ìîëîä¼æè � 2020

Ìàòåìàòèêà

11 êëàññ, âàðèàíò 3
1. Òî÷êè P è Q � äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êóáà ñ ðåáðîì 6. Äâà øàðà ðàäèóñîâ 1 è

2 ïîìåñòèëè âíóòðü ýòîãî êóáà òàê, ÷òî îäèí øàð êàñàåòñÿ âñåõ ãðàíåé êóáà, ñîäåðæàùèõ
P , à äðóãîé øàð êàñàåòñÿ âñåõ ãðàíåé êóáà, ñîäåðæàùèõ Q. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó
öåíòðàìè øàðîâ.

2. Íàéäèòå ñóììàðíóþ äëèíó èíòåðâàëîâ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
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3. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé îñòàòîê îò äåëåíèÿ êâàäðàòíîãî òð¼õ÷ëåíà −x2−x+13
íà ëèíåéíûé ìíîãî÷ëåí 4x − a (ïðè âñåâîçìîæíûõ âåùåñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
a).

4. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x 6= 0 ïðî ôóíêöèþ f(x) èçâåñòíî, ÷òî f(x
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Êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà ôóíêöèÿ âçÿòèÿ (íèæíåé) öåëîé ÷àñòè ÷èñëà

6. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà 25 ·33 ·52 ñàìè èìåþò íå÷¼òíîå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ
äåëèòåëåé?

7. Äàíà îêðóæíîñòü ðàäèóñà 5 ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ïóñòü AB � õîðäà ýòîé îêðóæíîñòè,
äëèíà AB ðàâíà 6. Âïèøåì êâàäðàò PQRS â ñåêòîð AOB òàê, ÷òîáû òî÷êà P áûëà íà
îòðåçêå OA, òî÷êà Q � íà îòðåçêå OB, à òî÷êè R è S ëåæàëè íà îêðóæíîñòè. Íàéäèòå
ïëîùàäü êâàäðàòà PQRS.

8. Â ÿçûêå Àáàáàá ñëîâîì íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ `à' è `á'. Äâà ñëî-
âà ýòîãî ÿçûêà íàçûâàþòñÿ ïîõîæèìè, åñëè îäíî èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî çà
íåñêîëüêî îïåðàöèé ñëåäóþùåãî âèäà: âûáðàòü íåñêîëüêî èäóùèõ ïîäðÿä áóêâ, ñðåäè êî-
òîðûõ ÷åòíîå ÷èñëî áóêâ `à', ñòåðåòü èõ, è çàïèñàòü íà òå æå ìåñòà, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå
(íàïðèìåð, �àáààááà� → �àááààáà�). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íåïîõîæèõ ñëîâ èç 10 áóêâ?

9. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ êàæäîå ÷èñëî, çàïèñûâàåìîå ñ ïîìîùüþ n − 1
åäèíèöû è îäíîé ñåìåðêè ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. (Íàïðèìåð, ÷èñëî 1711 ê òàêèì íå îòíîñèòñÿ,
òàê êàê ðàâíî 29 · 59)

10. Ïëàí êî÷åê Öåíòðàëüíîãî áîëîòà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî öåíòðó áîëîòà ëåæèò
êàìåíü, èçîáðàæ¼ííûé íà ïëàíå òî÷êîé O, ãäå ñèäèò æàáüÿ Êîðîëåâà. Âîêðóã å¼ êàìíÿ
ðàñïîëîæåíî äâå êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè Γ1 (áëèæíÿÿ ê O) è Γ2 (äàëüíÿÿ îò O). 100
ðàäèóñîâ, ïðîâåä¼ííûõ èç òî÷êè O, ïåðåñåêàþò ñíà÷àëà áëèæíþþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ
B1, B2, . . . , B100, à çàòåì äàëüíþþ � â òî÷êàõ D1, D2, . . . , D100. Òóò òî÷êè óêàçàíû â ïî-
ðÿäêå ñëåäîâàíèÿ íà îêðóæíîñòÿõ, òî÷êè âèäà Bi è Di (ñ îäèíàêîâûìè íîìåðàìè) ëåæàò
íà îáùåì ðàäèóñå. Òî÷êè Bi è Dj � ýòî êî÷êè Öåíòðàëüíîãî áîëîòà. Ïðè ýòîì ñîñåäíè-
ìè ñ÷èòàþòñÿ, âî-ïåðâûõ, êî÷êè ñ îäèíàêîâûìè áóêâàìè, è íîìåðàìè îòëè÷àþùèìèñÿ
íà 1 (ñ÷èòàåì, ÷òî íîìåðà 100 è 1 òàêæå ñîñåäíèå), âî-âòîðûõ, ñ ðàçíûìè áóêâàìè, íî
îäèíàêîâûìè íîìåðàìè.
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Òî åñòü âñåãî íà áîëîòå 200 êî÷åê, ó êàæäîé êî÷êè ðîâíî 3 ñîñåäíèå. Íà íèõ ñèäÿò 401
æàáà. Åñëè íà êî÷êå ñèäÿò õîòÿ áû 3 æàáû, òî ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ 3 èç íèõ ïðûãíóò
îäíîâðåìåííî íà ñîñåäíèå êî÷êè � ïî îäíîé íà êî÷êó. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åðåç íåêîòîðîå
âðåìÿ äëÿ ëþáîé êî÷êè ëèáî íà íåé, ëèáî íà ñîñåäíåé áóäåò ñèäåòü õîòÿ áû îäíà æàáà.
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